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und ia cingestellt hat, macht sich auch bei ie 
: my, erkauf des vorliegenden Grundrisses der Integral-Rechnung ~ 
dadurch fihIbar, daB die im Dezember 1917 erschienene 


oa 

Patt Anuflage bereits vergriffen ist. — ae 2s 
__ Deshalb sah sich die Verlagsbuchhandlung gezwungen, = 
~ einen unveranderten Abdruck davon als 12. Builoas heraus- 
—-mugeben. : = te 


me Damit das Buch, dessen Umfang eeteniich groB geworden 
- ist, -handlicher wird, ist es in zwei Bande zerlegt worden, 
von denen der erste die eigentliche Integral-Rechnung umfabt, 
peerbrend der zweite die Theorie der gewéhnlichen Differential- 
_Gleichungen enthilt. Die Formel-Tabelle und das alphabetische 
a nhalts-Verzeichnis befinden sich am Schlusse des zweiten 
Mg _ Bandes. aa 
_ Mége die neue Auflage dieselbe freundliche Aufnahme 
finden wie die friiheren Auflagen. 


Hannover, den 4. Juli 1920. 
L. Kiepert. 
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Allgemeine Begriffe und Pardsinentalettes 
Pice: der Integral-Rechnung. 


\ § abs 
- Begriff und geometrische Deutung des Integrals. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 1 und 2.)*) 
Die Aufgabe der Integral-Rechnung besteht darin, daf 
ee Funktion F(x) gesucht wird, deren Ableitung 


~~ 
= 
4 
, 
™e 


a) ; Pe) = f(a) 
gegeben ist. 
Da das Differential einer Funktion F(z) gleich ist ihrer ° 


_ Ableitung F(x), multipliziert mit dem Differential von a, 
~ da also 


(2) dF (2) = F"(x)dx = f(x)de, 


so kann man die gestellte Aufgabe auch so fassen: ,, Von 


einer Funktion ist das Differential gegeben, man soll die 


Fumktwn selbst dufsuchen.« 
Die Operation, durch welche dies geschieht, nennt man 
die ,,Integration des vorliegenden Differentials“, und die 


Wissenschaft, welche von den Integrationen handelt, nennt 


man ,,lntegral- Rechnung“. Das Operationszeichen fir das 


- Integral von F“(z)dx ist ein / (ein langgezogenes S),**) also 


*) Die wichtigsten Formeln sind im Anhange zu einer Tabelle 
zusammengestellt. 

**) Es wird spiter gezeigt werden,\daf man jedes (bestimmte) 
Integral auch als den Grenzwert einer Summe von unendlich vielen, 
unendlich kleinen GriSen auffassen kann. Dieser Auffassung ent- 
spricht das Operationszeichen fi (erster Buchstabe des Wortes Summa), 
das von Leibniz eingefiihrt ist. 

Kiepert, Integral-Rechnung. 1 


oder keirzer: Integral 
_ wert einer Summe zu 
"sagen: »Integral Gig Eada, On aes 
Ras i dieser eons ae somit al ges a 


WAN 


Se eat 4 3 


aie | Ogi 
oe Dba F) Sesiten Pea | 
: Bees F@)= 2, at | 
so wird ee ole nok eS 
{ , Bite) aS 327, ‘also Jats = pee ae oe = t ni . a iy 
Jaman eae ae i [grea 
F@) sanz, ye 
so wird ee : | ae oe | 
Fa) = cosx, also Scosade = sinz. hs ‘ 
: 8) Ist 
ea. F(a) = aretga, ei 
| so wird 4 


ay : Bee 
Ea = sene also free me i: = aretgin. 

Aus der vorstehenden Erklarung folgt, das Integration 

und Differentiation entgegengesetzte Operationen sind, die 
sich gegenseitig aufheben. Setzt man namlich aus Glei- 
chung (2.) den Wert von F“(x)dx in die Gleichung (3.) ein, 


so erhalt man ; Nad 
(4,) | JaF (2) = Fla); nS a 

und wenn man beide Seiten der Gleichung (3.) differentiiert, | ey 
(5.) d/F(x)dx = dF (x) = F(x)de. 


Darin liegt auch ein Mittel, um das durch die ints 
gration sich ergebende Resultat zu priifen. Differentiiert 
man namlich dieses Resultat, so muS man den Ausdruck | 

. erhalten, der unter dem Integralzeichen steht. ; a 


6) ar ie 8 Te 
. - Das hese von Fx)dx hat daher unendlich a FES ee 

Terte. Dabei nennt man die Gréfe C die »Antegrations- Bane 
_ Konstante“. 8 

Dies ist aber die einzige Willkar, welche bei der Be- a 
pen des Integrals eave denn es gelten die folgen- 
_ den Sitze: Cae 

Satz 1. Ist die Ableitung einer detinen Funktion pa)® 
4 fiir alle Werte von x zwischen a und b gleich 0, so ist der 


7, Wert von 9x) in diesem Intervalle konstant. 

 _Beweis. Nach dem ersten Mittelwertsatz der Diffe- 4 een 

ae _ rential-Rechnung (D.-R.*), Formel Nr. 88 der Tabelle) ist ieee a 

4 (7.) g(a + h) = 9a) +h. g(a + Gh), gf Pa oe 
wo @ zwischen 0 und 1 liegt. Nach Voraussetzung ist eee 

q 9a) fiir alle Werte von x zwischen a und 0 gleich 0, folg-- Bs 


g(a + 0h) = 0, 5 
’ 80 eee a+h=z«2 in dem angegebenen Intervalle bleibt. fa 
Da auferdem / eine endliche GréBe ist, so wird Sa 


8) Ha+h)= 9a), oder 9(2)= 91a), 


es d.h. g(a) behalt den konstanten Wert 9(a). 

fi Hieraus folgt AS 
y Satz 2. Haben die beiden stetigen Funktionen F(x) und . 
G(x) in dem betrachteten Intervalle dieselbe Ableitung, so | 
4 _unterscheiden sie sich voneinander nur durch eine Konstante. 

4 Beweis. Setzt man e 

. Q) 9(x) = G(x) — F(a), 


so ist die Ableitung von g(x) in dem Intervalle bestandig 
gleich Null, also ist g(x) nach Satz 1 eine Konstante C. 
Dies gibt 


*) Die Zitate, welche sich auf die zwélfte Auflage der Diffe- 
rential-Rechnung beziehen, sollen durch die vorgesetzten Buchstaben: 
,D.-R.“ hervorgehoben werden. 

1* 


“a Fat oO. ‘ 
Satz a “Sind ae beiden Funktione 


Mca ti derselben Funktion f(a), so konnen 
meee durch eine Konstante voneinander unterscheiden 


Beweis. Nach der Erklarung des ‘Integrals - mt 


a, OW ee Ee fx) ae auch» ike Asc 
Et . sein, d. h. es muB . War 
AD FP @ =a) 
sein, folglich ist nach dem vorigen Saize : 

(13.) — G@) = F@)+¢. 


a Satz 4. Zu jeder stetigen Funktion y = fla), Wee in: he 
dem betrachteten Intervalle eindeutig ist, gibt eg em Integral — 
(wihrend es nicht zu jeder stengan Funktion. eine Ableitung — 
. - gibt). | pee a " 
| . Beweis. Der Gleichung : “es 5 
‘ (14) y= fa) Oe 
entspreche eine Kurve AP (Fig. 1), von der cone vor aN 
ausgesetzt werden mége, daB sie, soweit ihr Bogen hier in ; 
Betracht kommt, oberhalb der X-Achse liegt. Wie die Ane? 
‘schauung ergibt, wird dal 
der Flaicheninhalt F der Fi igur = 
A,QPA mit der Anfangsordinate | we 
A,A eine Funktion F(a) von OQ 
gleich x, denn er andert sich zu- 
gleich mit z. Es ist also. ENS 
(15.) F = A,QPA = F(a), 
und wenn man QQ; mit 42, 
oa, * OP: = f(e@+ 4x) mit x be- 
se zeichnet, 
(16.) AiQiPiA = F@+ 42)=F 4 4F, 
folglich wird 
(17) QQ.P,\P = 4F = 4F(z) = F(x + 4x) — F(a). 
Legt man durch P die Gerade PR parallel zur X-Achse, | 
so wird unter der Voraussetzung, da die Kurve von P bis 
P, steagt, 


(18.) QQ RP =y. 42 < AF (a) = QQ:P.P: 


Fig. 1... 


\ 


Pa as QO.PP = 4F @) < 0a.P.s — Wi. Are 
Dies gibb 


¢ 
E 


——— 


Tare idee a dt) ee lt) 


Deshalb erhalt man 
F=F@)= Bor = _ffeyae, 
tay ° Pe Mydee c Rigi 
Dieselben Schliisse gelten 
auch noch, wenn die Kurve 
vom Punkte P bis zum Punkte 


P, fallt (vergl. Fig. 2), nur er- 


7 


} 


oder 


_halten dann die Ungleichheits- 


-zeichen die entgegengesetzte 
-Richtung. Es wird némlich in 2% or eat 
haa Falle 
, F= AiQPA = F(x), 
A\QiP\A = F(x > Ax) —- F+ 4F, 
QQ PLP = 4F = AF (2) = F(x + 42) — F(a), 
QU kP = 4F (2) = QPS, 


(23.) y.4x2= 4F (x)=. 42, 
| AP) _ 

(24.) Y= 1a Ax Yi 1) 

also, da auch hier limy,; = y wird fur lim 4x = 0, 

P _ GF (x) 

AOD Ts ae ig 

oder , 

(25a.) f(x) = F(a). 


Das Resultat bleibt sogar auch dann noch richtig, 
wenn die Kurve zwischen P und P; abwechselnd steigt und 


© yale Fig. Ne Man legt dann ieee aon héchs okt 
mit der Ordinate y/ und durch den tiefsten Punkt 

der Ordinate y Parallele GG und KK, zu der X=. 
Dadurch erhilt man die 
den Rechtecke . 


Q0thG = 4. te ae 
26) louees yf 4a, 


ie 


und zwar wird. 
(27.) y’. An = QQ.P:P = = 
: AF (x) = yy”. Ax, . 


oder ee 
AF(z) fa i 
(Se Ne rae | 
‘ea (28 oR as ae my : 
aa also, da limy/ = limy” = y fir limsz = 0, | 
a (29.) xt wes idan ee) een 


Man findet daher in allen Fallen hs ee 

30.) F=A,QPA=/fade+ C=/Sydx + C. o 
. Bei dieser geometrischen Deutung des Integrals er- 
' kennt man auch, weshalb zu dem Integral noch eine will- — 
kirliche Integrations-Konstante hinzutreten muf. Die An- | 
fangs-Ordinate 4,A, durch welche die ebene Figur F’ auf 
der einen Seite begrenzt wird, ist noch beliebig. Hiner 
Verschiebung dieser Anfangs-Ordinate entspricht eine Ver- _ 
anderung der Integrations-Konstanten C. 


§ 2. 
Einfiihrung der Integrationsgrenzen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 8 bis 6.) 

Es gibt in den Anwendungen der Integral-Rechnung 

Aufgaben, bei denen die Gleichung 
| SF (a) dz = F(z) +0 

fir jeden Wert der Integrations-Konstanten C eine Lésung 
gibt. Man nennt dann F(z)+ C das »allgemeine Integral, 


thuliire Cepue® Basie 
a UG da oie 


Int Integrations eatieate C nur eimen bistininten 
1, der jac im a slizemeinen aus der Natur der 


a 
@ 


ions Konstante . eS ermittell, daB man den Wert 
Dx anaes ‘fiir welchen das pee in der vorgslecte 


iat a dieser esohaee Wert yon ss nennt man a 


of “die untere Grenze* des Integrals und schreibt 
F=SP'ajdx = F(x~)+ C. 


Da nach Voraussetzung das Integral fiir =a ver- 


3 Basted, 80 findet man hieraus ~ 


O= F(a)+C, oder C=— F(a), 


er ee \dxc = F(x) — F(a). 


Pe, Ae ners Verfahren kommt auch bei der geometrischen 


» Pah. des Integrals in Betracht. In den Figuren 1, 2 


und 3 z. B. verschwindet der Flacheninhalt der nee 
Figur 4,QPA, wenn die Ordinate QP mit der Anfangs- 


4 _ Ordinate A,A zusammenfiallt, wenn also 


om 


= 


a __- 
SS de Ne te ee 


Se a 
— 


ere OA... 


In vielen Fallen braucht man den Wert von F nur. 


fiir einen bestimmten Wert von a, z. B. fir ~=06; man 


-nennt dann 6 ,,die obere Grenze“ und schreibt 


a 
(4.)_ F=/F"(x)dx = Fb) — Fo. 


(Sprich: ,Integral von F“(x)dx zwischen den Grenzen a 
und }“.) 

F heift in diesem Falle ein ,,bestimmtes Integral“, 
wihrend man at das ,,unbestimmte Integral“ von F'(x)dx 
nennt. 


K kleinen Groen. 


. Satz x Das bestimmte enteral kann rn Bra 


Beweis. 2 Flicheninhalt der ebenen Figur see 

(Fig. 4) war . ; Se ye 4 
6) F = / Fe io FOR Be, ee Peed te 
wenn diese Figur durch die Kurve = ‘ ne an at 
y= F(a, oder y=f@ 5 7 

ine RS begrenzt wird. Dabei werde vor- _ a 

i _ ausgesetzt, da f(z) in dem be- a a 


trachteten Intervalle eine stetige : te 
und eindeutige Funktion sei. Anew e 
dererseits kann man aber auch 
den Flacheninhalt dieser he 
dadurch berechnen, daB man sie_ 
x durch Parallele zur Y-Achse in 
n Streifen zerlegt, die alle ver- a 
schwindend klein werden, wenn ins Unbegrenzte wichst. — 
Ist nun QQ:P,P einer der Streifen, und zieht man durch __ 
P eine Parallele PR zur X-Achse, so wird dieser Streifen 
zerlegt in ein Rechteck QQiRP mit dem Flaicheninhalte 
y.4x und in das Dreieck PRP,, wobei mit 4x die Breite 
des Streifens bezeichnet ist. Die Summe der Rechtecke 
QQ: RP ist daher ; 


Q Q, B, 


Iw=b—dAz 2=b—4z z=b—42 


7.) FF. = = y.4¢2 = = f(a). 4a = = Fa). Ax. 


Wachst » ins Unbegrenzte, so wird 4x verschwindend 
klein, und man erhilt 


(8.) lim Fy = lim F(x). 4 = F, 


*) Sprich: ,, F(a) zwischen den Grenzen a und bd‘. 


€ Diciseke PRP, Porachseindota: kleine Gréfen jee. es 
mung® werden, die neben den verschwindend kleinen 
éBen Gane Ordnung vernachlassigt werden ad OB 


ia fas Richtigkeit dieses Resultats Sp man sich : 


oo auf folgende Weise iiberzeugen. 


Der Flacheninhalt des Dreiecks PRP, (Fig. 4) ist kleiner 


als der Flacheninhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie 
_ PR= 4x und der Hohe RP, = hz, also 


4 


EB A PRP, < hy. 42. 


Dieselbe Ungleichung gilt fiir die samtlichen Dreiecke, 


welche in Figur 4 von den Streifen abgeschnitten sind. Be- 
zeichnet man also die Summe dieser Dreiecke mit = PRP, 
und die gréBte unter den Héhen h, mit h, so wird 

= PRP, < Sh, GEES Ge 


oder, da [4z, d. h. die Summe aller Grundlinien gleich 
ALB, ist, 
= PRP, <h. A,B, = h(b — a). 
Nach Voraussetzung ist die Funktion f(x) fiir die be- 


_ trachteten Werte von z stetig und endlich, deshalb werden 


die GréBen h,, also auch h und 4x Bs verschwindend 
klein, folglich auch > PRP,. 


In Figur 4 steigt die Kurve von A bis B. Das Recht- 
eck QQ,RP ist deshalb um das Dreieck PRP, kleiner als 


Fig. 5. Fig. 6. 
Y y 


x 
4, Peale’ Ai ; 


der Streifen QQ;P,P. Dasselbe gilt fiir alle anderen Streifen, 


in welche die Figur zerlegt ist. allt dagegen die Kurve 
yon A bis B (vergl. Fig. 5), so sind die Rechtecke um die 


Eat chang (8) nee 
dann noch richtig, weil die d nack 
i. oder hinzugefiigten Be angleich mit 1 
sea dend } klein wird: Ket Hac ckrskvahee ala 


i nia | ¥ ae ain irae as yin 
a une ‘ yl t 
t i i ; 5 


‘Stat lin = ees man gs a fiigt die Greazen 
Summation, namlich a und lim@® Ag) = 6 unten und 


dem PS etn. is aus welchem das Zeichen J en 
__ standen ist, hinzu. | Dadurch erhalt die Giepnine  d 
Form 


Bay roe a ~ fr (x)de = Ue ie - FO)- Bs Ch 
welche mit Gleichung (6) tbereinstimmt, 


ber war die Vtanieene: festgehalten onan da ts 

der betrachtete Kurvenbogen oberhalb der X-Achse liegt, 
dh. es sollte y = f(a) = 0 sein fiir alle in. Betracht kom-— 
menden Werte von zx. Die vorstehenden Schliisse gelten Maree 
aber in gleicher Weise auch dann noch, wenn der Bogen | 
AB unterhalb der X-Achse liegt, wenn also y = f(z) = 0. 
ist fiir die betrachteten Werte von 2. In diesem Falle hat 
aber selbstverstindlich a Ks 


f(@).4¢ = F(a). 4x und doshalb' auch = F(a). < ue fot 
einen negativen Wert. oy “ 
ae Es ist auch nicht notwendig, da8 b >a ist; setzt man \ = 
nimlich fiir 4a negative Werte ein, so muB 6< a werden. _ 


Bemerkung. *) Nore 
: Mit Riicksicht auf den elementaren Charakter des Buches wiedes ee 
| . in § 1 der Integrationsproze8 als Umkehrung des Differentiations- _ : 
prozesses eingefiihrt. Aber eine wissenschaftliche Behandlung > darf 
dabei nicht stehen bleiben, da es méglich ist, den Begriff des be- 
stimmten Integrals so zu fasson: da8 er (rents fir stetige Funk- 


*) Der Anfiinger darf diese Bemerkung, wenn ihr Inhalt fiir ihn 
za schwer verstindlich sein solite, tbergehen. 


da8 es in dem fee anigains a bis bit 
Funktion F(z) gibt, deren Ableitung in diesem 
ebenen eindeutigen und stetigen Funktion fe) er 
das Intervall nach einem, fiir jeden Wert von ie o fis 
Gesetze in n Teile und nennt die Teilwerte 
FO A Rs es ey 8y Dee. ky ae be ees) 
_ Dabet brauchen die Intervalle nicht einander gleich zu sein; 
r das Gesetz der Teilung mu8 so beschaffen sein, daS mit MEL TEE Beitr 
dem n die einzelnen Intervalle immer kleiner und schlieBlich beliecbig = 
dein werden. Aus’ der Stetigkeit von f(x) ergibt sich dann die Vor- — , ae 
_ aussetzung, da8 der Unterschied zwischen dem griften Wert Ga und 
4 dem Kleinsten Wert Ka, den f(x) annimmt, wahrend x das Intervall ee 
yon %a—1 bis wa durchliuft, kleiner als die beliebig kleine positive Lit ote 
_ GréBe « bleibt, wenn man » hinreichend gro und dadurch die simt- 
} Pte Intervalle _ 
eet Pe 2, 3..., wobei a =a, xm =b.) 
macht, wo 6 eine hinreichend kleine Grobe ist. Die Summe 
©) Sn =(@—A)f(@) + @— afl) +--+ 6— 2a) fn) 
=A f@ + byf(@,) +--+ + bnf @n—)*) 
nihert sich dann, wie sogleich bewiesen werden soll, mit wachsendem 
n einem bestimmten, endlichen Grenzwerte S. Diesen Grenzwert nennt 
man ,,das bestimmte Integral von f(x)dx innerhalb der Grenzen a und bi 
und bezeichnet es mit 


13 


0), = = frre. ak ee 
- Gleichzeitic definiert dieser enero (in Ubereinstimmung mit den / iSeg 
friiheren Ausfiihrungen) den Flacheninhalt der Figur, die von der pe: 


_ Kurve y = f(a), den beiden Ordinaten x =a, x =6 und dem zugehé- 

__-rigen Abschnitt der X-Achse begrenzt wird. 

a Zum Beweise der Existenz des Grenzwertes S setze man unter 
Anwendung der oben eingefiihrten Bezeichnungen — 


AL) S'n = K,6, + Ky0, +--+: + Kndn, “f 
Prt (12.) Sn = G,d, + Godg +--+ + Gndn, "tS 
dann wird ; 

(13.) S‘n = Sn = Sn. 


¥e Jetzt folgt aus den Gleichungen (11.) und (12.) 
(14) S“n— S/n =(G, — Ky)b, + (Gy — Ky)dg +--+: + (Gn— Kn)on. 
Nech Vordussetzung wird aber, wenn man % hinreichend grof 
macht, 
*) Die folgenden Schliisse bleiben auch dann noch richtig, wenn 
man in Gleichung (9.) die Gréfen f(a), f(a), .-.f(en—1) mit £(§), 7(§), 
.. f(En) vertauscht, wobei &, &,...&n beliebige Werte von x in den 
Intervallen a bis x,, x, bis 2,,...an—1 bis b sind. 


folglich wird 
(15.) - Ne Bie Derg ay ies nS Sade 


he werte S, folglich. néhert sich auch die dazwischen ee 
demselben Grenzwerte S. Es wird also 


Da man hierbei « fir hinreichend | groBe Werte 
klein machen kann, und da b—a eine endliche oe 
(16.) St lim (S“n — S“n) = 0; 
die beiden Summen S’m und S“» nihern sick her: detasalive 


(17.) = lim’ $m lim $n = lim Sp = 8, ae core 
n=Co n=0O ‘ oes 5 
wobei S eine bestimmte, endliche Groge ists < ‘ aie 


Es ist aber noch zu zeigen, daf bei jeder anderen Einteilung 
in Intervalle, die mit wachsendem n. beliebig klein woriees der ae Mg 
tibergang denselben Grenzwert 8 liefert. eee = 

Zu diesem Zwecke zerlege man jetzt das Tee yon Bot 
bis xe durch den Teilwert xa(1) in die beiden Teilintervalle La—1 bis. at) 
und 2q(l) bis a, und bezeichne mit Ga(1), Gal?) bezw. die griften, 
mit Kall), Ka) bezw. die kleinsten Werte, welche f (x) in ee. 
beiden Teilintervallen annimmt, dann wird Fee 
Ke) = Ka, Ka®)=Ka, Gol) Ge, Ga®@ = on Hehe: Re: 
folglich ist rete 
Ke())(aa(l) — te—1) + Kal? ea — 2a(1)) = Kol(2a(1) — te) Hee— al )) f 

= Kade ; 7 
Gall)(@a(l) —%a—1)+ Gal®)(%a —Hell)) = Gal(xall) — 0) +a —zalt)} 
, = Gade . y 

Dieselben Schliisse bleiben richtig, wenn man das thtopreat 
nicht in zwei, sondern in mehrere Teilintervalle zerlegt; d. h. die. 
Summe der an die Stelle. von Kada tretenden Produkte ist sicher nicht : 
kleiner als K da, und ebenso ist die Summe der an die Stelle von Gada 
tretenden Produkte sicher nicht gréfer als Gada. 

Das, was fiir das eine Intervall gilt, gilt fiir alle Intervalle bei 


weiterer Teilung in Teilintervalle. Geht bei dieser Weiterteilung die 
Summe 


SS“, = K,d, + K,0, + ORC +, K5,0y 
tiber in S“”,, und die Summe 

S“n = Gd, + God, + --- + Gndn . 
in S“”“» tber, so coke also die doppelte he te (13.) tiber in 
(18.) Sa a 24, = Sn = Sy = SS“, 

Hieraus erkennt man, dal sich die Summe Sn demselben Grenz-— 
werte S niihert, auch wenn man die fiir jedes n urspriinglich angenom- 
menen Intervalle noch weiter in Teilintervalle zerlegt. " 

Bezeichnet man jetzt bei irgend einer anderen Hinteilung in 
Intervalle die Teilwerte mit 

“isi Se U1, 5, 
so erhilt man fiir a= 1, 2)...» die Intervalle 


9) Sy = 1-0) f(0) toga) Hey) + + er — ae afer) 

a Hf@) + MO) +++ fOr). 

gt __Bezeichnet man sodann mit G’a den griften und mit Ka den 

_ Hleinsten Wert, den f (~) annimmt, wenn « das Intervall von aa—1 
te durchliuft, so sei ae 


J 


0) Senge >= EK; 04, + Ri%g0%, 4+ R484 
‘ ep fo a 84+ G04 +--+ G40 
(22.) , oe as = > = ae 


Um zu zeigen, daB der Grenzwert 2, dem sich bei unbegrenzt 
wachsendem » die Summen\2’,, 2”, und 2%, nihern, mit dem Grenz- 
-werte S iibereinstimmt, zerlege man das ganze Intervall von a bis b 
so in Intervalle, da® dabei die Teilwerte #,, wg,...an—1 und aufer- 
dem auch die Teilwerte Wy, Wg, 26. Wy—1 porkemneabn Man kann 
diese Hinteilung als eine Weiterteilung der ersten, und ebenso als eine 
Weiterteilung der zweiten Zerlegung betrachten. Da aber nach den 
-vorstehenden Ausfiihrungen der Grenzwert S derselbe bleibt, wenn 
man die urspriinglich angenommenen Intervalle noch weiter in Teil- 
intervalle zerlegt, so wird man in beiden Fallen auf denselben Grenz- 
_ wert § gefiihrt, was zu beweisen war. 

Der Wert von 


b 
8=ff(@)de 


aindert sich mit dem Werte von 6; deshalb mége die Summe S mit 
_ H(b) bezeichnet werden; es sei also 


. 2 
(28.) H(t) = /f(@)ae. 


Bezeichnet man jetzt mit G den griften und mit K den klein- 
sten Wert, den f(x) in dem Intervall von a bis 6 annimmt, so ist 
K= Ke, G>Ge, 
deshalb folgt aus der doppelten Ungleichung (13.) 


(24.) K(b — a) = Hib) =G(b—a), 
oder, wenn man die GriSe M durch die Gleichung 
(25.) H(b) = (b —a)M 

erklirt, 

(26.) KEeMEG, 


d.h. M ist ein Mittelwert zwischen K und G, den die Funktion /(z), 
weil sie stetig ist, fiir einen Wert von x zwischen a und b — er 
heife & — auch wirklich annimmt. Dabei kann man bekanntlich & 
in der Form 


#HO= = few one < ose + a a 


eine igiacnaaay von dee sogleich Gebranch gemacht 
“Nach Gleichung (9.) ist némlich 
5 (By Sn = 6;f(a) + f(@) + -- oa anf ae 
und wenn man jetzt das. Tatervall tiber b=an hinaus « erw iter 
dem man » mit + m vertauscht, ; 
Ce Sntm = 5; f(a) ae Jy f(a) +-- swe Saf @na) + tiated 
ars On+af (@nt1) +--+ Ont mf (n+m—1)) 


Wz fale } - g 

’ (30.) Sn+m — Sn = dn+1f (en) vk bns2flen+3) + oe + On+m ¢ 
Setzt man hierbei wieder a, =b und anim =Cc, 50 

unbegrenzt wachsenden Werten von ” und m die ce 

(29.) und (30.) tiber in “ 


Se G8)... Beh Oe fii, 
3 . (29.2) ln Sm = 1) = = free, 
4¥ | \ 
mo 4 ey. 2 ass 
a (B0a.) limSn+m —limSn = H(¢)— H() = fieris se _fiote. 
eR ee 
sae Statt des konstanten Wertes 6 kann man in Gleichung 23.) 3 
ie den veranderlichen Wert x einfiihren und erhalt dedurch Beye a. 
Hf i 


GL) H@) = = free. oe a 


Ri ee eons 


rae Es ist dann noch zu zeigen, da8 H(x) eine stetige Funktion pS 
oberen Grenze «x ist, daf thre Ableitung existiert und mit f(x) here 

einstimmt, daB also wig 

o (") PRPs 
See ) = f(a @) ; “ 
wird. Beides ergibt sich Se aus den vorstehenden Unter- — . ; 


suchungen, denn setzt man in Gleichung (80a.) b = x und c= x# + sin f 
so erhaélt man . 


1 


@+dz sea 
(82.) H(a + 4a) — H(@) = Mie i YS 
Vertauscht man schlieSlich in Cisteibane” (27.) a mit x und b 
mit «+ 4a, also b—a mit 4x, so erhilt man oa 
t+4z 
(83.) St@da = 4x. fle + ©. 42), 
z 


oder 


het ot 


aus s folet ee | He + pa Hes Sea gemacht 2 


1 als die beliebig kleine GréBe «, wenn man 


| Pace e+ Oe +0 zy 


= fe + ©. da), 


aH@) ie He + 42) —H(@) 
Pee idat gees 85 da, 

Ba h. die integrierte Funktion f(x) ist in der Tat die Ableitung des In- 

___ tegrals H(«) inbezug auf die obere Grenze. Dabei ist unter Benutzung 

A re der friiheren Bezeichnung | 

: ay} H(@)—F@)— F(a), folglich wird auch Wares = fla). 


ae f Patt ? \ 


Hee + He 
ae 


F. ee i _ Aus den Gleichungen 


Ser wax = F(b)— F(a) und JP adx = Fo — F(b) 


3 folgt 
: Keak & ' raha {73 
mit) J: F“(ajdxez = — a lee 
3 
oe - oder in Worten: 
ae Satz 2. Man darf die obere uae die untere Grae 


eines bestimmten Integrals’ miteinander vertauschen, wenn 
_ man gleichzeitig das Vorzeichen des Integrals wmkehrt. 


Hierbei ist in dem einen Integral die untere Grenze 
gréBer als die obere und infolgedessen dz negativ. 
: Aus den Gleichungen 
JP wae = F(c)— F(a) und / Pade = F(b) — Fe) 
: folgt durch seh 
a) [Pian +/P ade = FW) — Fa) =/F (wae, 


oder in Worten: 
Satz 3. Man kann ein bestimmtes Integral im zwer 
andere zerlegen, indem man zwischen den Grenzen a und b 
eine beliebige Grife c einschaltet und das erste Integral 


a. 


den Grenzen c und b bereohnet. : ha 
Am anschaulichsten wird der Sinn eee Satz 

die. geometrische Deutung | des bestimmten Integr 

namlich ese BUN By 

y=f@= Pe 

pe Gleichung einer Kurve, so wird ile 


F - fie = = friaie - 


Fig. 7. 
¥. 


pwisonen arand b, so ied aie ie 
Figur durch die Gerade Gie- a 
welche im Abstande c ‘parallel | oe 
ae = 2 3 x zur Y-Achse gezogen ist (vergl. > ‘ 
‘ ae OAj =a, OC; =; OB, = be Fig. 7) in zwei Teile_ ponlegty ak 
cen naimlich in ae a 


© 


te A,C,CA = es yadx und : CBBC = = ji yd. 


Der Satz bleibt aber a dann noch richtig, wenn,.c. 
Fig. 8. nicht zwischen a und 6 liegt. — 

- Hs sei zunachst (vergl. Fig. 8) 
a<6<c, so ist unter Bei-— v ‘ 
Yolioibann der bisherigen Be- 
zeichnungen - Ie 


AiGCA = fyda,— 


1 C, fe ts y 
; é 


also 


A, B\BA = A4,0,CA — BiC,CB = Syte—Syde, 


oder nach Satz 2 , 


é C 6 
ABBA = fydx = fydx + fyda. 


ay” ato /ot Gat, 
. ey : ’ a Ob) =<, OA, = a, 0B, 8. 


Oa BA =O,B,BC— CA,AC = Syd —Jyae, 


*) 


g = mit Riicksicht auf Satz 2 i) 
We Suda 4 jute + fue Gas 
ie me . 


Ber Satz 1aBt sich noch in der Weise verallgemeinern, 
_ daf man zwischen den Grenzen a und b nicht etme, sondern 
id viele Grenzen einschaltet. Dadurch erhalt man z. B: 


(89) JSyax + fyde +Jyae + /ydz + Jude, 


_wobei c, d und e ganz beliebige Zahlen sind. 

_ Voraussetzung ist dabei, daf die Funktion y = F(z) 
in den einzelnen Intervallen a bis c, ¢ bis d, d bis e, e 
- bis 6 und in dem Intervall von a bis 6 eindeutig und 

. stetig ist. 


Sax a 


Bei der geometrischen Deutung des bestimmten Inte- 
grals war bisher vorausgesetzt worden, daf der Bogen AB 
der Kurve, welche y Fig. 10. 
der Gleichung 
Y¥ = F(a) = (2) 
entspricht, entwe- 
der seiner ganzen 
Lange nach ober- 
halb oder seiner ganzen Linge nach unterhalb der X-Achse 
liegt. Jetzt kann man aber die geometrische Deutung auch 
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. 
~ 


~ Py — <— _ 

ra =e le ray 5 
~ ine NE Vath > _ — . 
Oe ee hare at eh ee 


os 


- 
Pn) 


_ 


thee ap 


=e baie kes Za ae in den > Panktes 
 setat man 
Sis OA = a, 00m a op= a, | 0B = 


‘ 4 


80 wird = ee iiss 
(40, Suds = fyaz ae eae 


~ wobei fiir die einzelnen ficurals auf der reohten ss dies 
. Gleichung die friihere Voraussetzung gilt. Wie oben aus- 
gefiihrt worden ist, haben dabei das erste und dritte. ‘Inte- 
_ gral einen positiven Wert, das zweite Integral dagegen_ hal 


einen SPL E Wert. . Sear genera 
eas . . ; 
a 
ll $3. ~ 
i Einige Hilfssatze fiir die ‘Ausfiihrung der Integration. a 
* (Vergl. die Formel -Tabelle Nr. 7 und Ss 28 Se oa 


Satz 1. Ist die Differential-Funktion unter dem Inte- — ; 
gralzeichen mit emnem konstanten Faktor multipliziert, so darf 
man dresen konstanten Faktor vor das Integralzeichen spate. 

d. h. es ist “ 
SAF a)dx = A/Fa)dz. 
Beweis. Es ist oat 


(ay: ce ad{AF(x) + C] = AF“a)dz, 
Pee hieraus folgt 
(2.) SAFa)dx AF(x) + C. 
Ferner ist : 
(3.) SF(z)dx = F(a) + €,, 
also 
(4.) A/Fa)dx = AF(a)+ A.C. 


Da nun die Werte der Integrations-Konstanten C und — 
AC; ganz beliebig sind, so darf man A.C, = OC machen 
und erhalt demnach aus den Gleichungen (2.) und (4). 


(5.) SAF (x)dx = Af F'(x)dz. 


Das Integral einer te 3 von Differential- ; 
ist gleich der hepninc der Integrate’ eer, ein= 

D ffexéntial- Funitionen es ist also 

ey aa S{F ia) + O(a)|de = = Fada + Sorwaz. 

 Boweis.. Weil ee Se 

6) Fe Ge ++ CO] = Frayirs ede =([F(a)+ Ow)ax, we 

~ ee ae baa 


ae) SP a) + oa) pidoks Ga) + Co 
Ferner ist 
P © Sf Plade = Fee) +0, - 
a | ee, die 
eee LG ada = G(x) + Cp. va 46 
z Durch Addition der Gleichungen (8.) und (9.) erhalt man i. : 
0) a F'“(a)\dx + JS G“(x)dx = F(x) + G(x) + O,+ Cr. + 3 
7 _, Die Integrations-Konstanten C, C;, C2 haben auch hier oer 
_ ganz beltebige Werte, so dah man C; + Cz; = C machen darf. is 
Man erhalt demnach aus den Gleichungen (7.) und (10.) f 
Veatry 
. at SF @) + G(a)\dx = [Fade +/O"@)dx. “a 


a _ Dieser Satz l48t sich unmittelbar erweitern auf Summen aa 
iG ~ yon beliebig vielen Gliedern, so daf man erhilt 


12) [F4a) + A(x) + Ha) + + Jd 
| = /F(x)de +/G ada + /H(x)de +---; 

~ sodann Jat er sich auch tibertragen auf das Integral einer 
Differenz, so daf man erhialt 


(13) _/[F“2) — G(a)Jdz = J Fada —/@(x)dz. 


§ 4. 
Unmittelbare Integration einiger Funktionen. 
(Vergl die Formel-Tabelle Nr. 9 bis 25a.) 
Aus der Erklarung des Integrals, namlich aus der Formel 
(1.) SF ada = F(z) + C, 
ergibt sich ganz von selbst, wie man durch Umkehrung von 
‘ es 


Bar. vung 
1% oe ait man ‘die woman F@) beliebi 
Bis PRO erhalt, man durch Hinsetzen ‘ in 
ny, Fade. ate , met i 
Setaty man Z. = Fe = 


' a) 


namlich as “ y 


(2a) 3 ee 
ein Resultat, daB sich auch aus Formel Nr. 1 | der ; 
ergibt. i> 


Mit Hilfe von Gindiene (2.) ist es a ee i: 
jeder ganzen rationalen Funktion ausfiihrbar, denn nach den e 
Satzen des vorhergehenden Paragraphen wird | ; 


i | SI (ax” 4- ayo" + agar? 4. 4 diy ae + Ande eee 
3 = @ Sundac+a, ae Jor 2de +. om ete fie 
a . : pee sche ; grt 4 PS OnIAD iy 


Ferner findet man in wae engagebentn Weise 


3, "ae oe. 


; (3a.) i; Bas é hs | ‘ : 


(4) ¢ fit tae ae 


. Diese Formel erledigt den Fall, der als Ausnahme von. 
Gleichung (2.) zu betrachten war. Denn Gleichung (2.) 


wiirde fiir m= —41 die unbrauchbaren Formeln en 
(6) frog -{2 By Nestea . ‘ 
* x —1+1 mana tot es, 


ie isish pat ableiten. Setzt man ‘nimlich 
ichung ( 2) £ =. Taek ’ 

apenas be Pi Seg 8: EL 

a oh f ihe. oo arg 


anti J 
m +t pone 


‘ane A 0 
nd wenn man Zahler und Nenner einzeln nach m diffe. 
3 patie \vergl. D.-R. § 66), 


7 4 gmtl | 

x) Bae eit 7 m -+ SE a a 

| “te in Coates mit Gleichung (4.) i 
ve 

mie = sina a C. bs : 

j 3). _ frinaae = —cosx-+ C. yaa. i E 
d 14) | he, ak SET | ode a 
ry o cox Rs 
a , . ng 
ee da ; ‘ 
2 (15.) Co, areas etga + C. , 


= arcsinz + C = —arccosx + C% 


(16. — 
% e) Sn — a 
dx 

i+ 
208) [oizae = Ginx + C. 


= arctgz + C = — arcetgaz + C’. 


4 (19.) [einzae = Gofx«+C 


Ean eats. - 


| inte + V1) +09. ik 
(24) sf eee aN = UrIge Ce eG Bs "4 C. a SE 


Basie 


(25.) f ie = = UrCtga ef C!- = -5in(2 x a +e 0. ‘ : 


1— 2 i aise 
Es erscheint auffallend, dad man fir Wie zwei ie 
‘Werte, namlich pointe ay a a 
arcsine + C und —arccosx + ov Ay 
findet. Die Richtigkeit beider Resultate kann man nuniichst fs 
durch Differentiation priifen, wobei sich = ote ae < 
t Sey pare ; 
d(arcsing + C) = “jis | = é ‘ sas 
und ae Ors 
dx See 
—arccosx + C’) = ——__— ‘ a 
a( +0) =e 


ergibt. Nach Satz 3 in §1 kénnen sich daher die Funke, 
tionen arcsinz und —arccosx nur durch eine Konstante 
voneinander unterscheiden. In der Tat, ist in einem Kreise 
mit dem Halbmesser 1 


*) Man kann sich leicht davon tiberzeugen, daf Pe 
In(w — Va? —1) = —In(a + Va? —1) a 
wird, denn es ist 
— Vx? — PRE | 2 
2 Vea OI Sete ee ; 
2+ Vo2—1 a+Var—1 . 


folglich ist 
+ 1 
In (@ — Vat — 7) = in’ (—____ =) ln 2—1). 
(aye=D Soa & 


Weil Coj(— u) = Cof(+ u) wird, kann man den Wert von %rGofx 3 


mit positivem und mit negativem Vorzeichen nehmen. (Vergl. D. ia 
Seite 189 und 146.) 


* 


OF = ED 


| oe: 1) 50 Desk 


) ee baa & pees ats x 


-aresing = x — arecosz. ! 
2 
ye Sac ean man auch unabhingig— 
en von der Figur zeigen, indem man i 
& (29.) arcsinz =¢t, also 2 = sint , Bi: 
gi setzt; dann wird east ° re 
ee a f . 2 sae 
a 80.) Ao Dees Ges; oder arccosr = 5 —t, oe 
= “ff 
po folglich ist i eee oes 
* (BL) ¢ = aresinsz = > arccosz., y: ‘ 
b. -Ebenso findet man | . 
(82) arctga = 5 —arcetga, nc Be 
aE . ae 
__wodurch man erkennt, da8 Gleichung (17.) richtig ist. cE 
os SchlieBlich erkennt man ats den Gleichungen A, 
wa (33.) Sekige: 5m - + ae), rap sg : 
: a 4 
je 
1, /@ mn Deion 1l+2 Be 7] . 
(G4) AWwOtgr = 5 = in(2 =5)=5([ln 2) —n— ae is 
dah é at 
(35. ArIgarx = ArCtgx + 41n(— 1) Bs i 


_ wird, daB also die Gleichungen (24.) und (25.) richtig sind. 

- Beschrankt man aber die Untersuchung auf reelle GréBen, 
so miissen die GréBen, deren Logarithmen auftreten, positiv 
sein; man mu also schreiben 


(36.) hs =°Arigz+C, wenn |x;< +1, 


| d 
(87,) fe ; 


wenn (|z|/>-+1. 


ei 
Aufgabe i Man soll aid integricren. 


ma ea ws 


-Auflésung. Setzt man ‘in Formel Nr. an tee 1 1 
m= 3) so les ohne ke SUR iy 


fee ee cm a, io 


petyie 2. Man ne Tatdx eS 


Auflésung. Nach Formel Nr. 7 ane o der Tabelle : 
_ «halt man ae 


4 


freee —af 7 [ede — ae. 


‘Aufgabe 3. Man soll a dx integrierea. 
eblisc ch Es ist. fae 


ges 


'  Aufgabe 4. Man soll folgende Ditforcntlal Haan aK 
integrieren: : hae a 


dx = 4dx xe 
ee ’ Vx dx, BE: 195. a. } Vr if i 4 
Auflésung. Es wird : ‘ 
dx 3+1 - gn? 1 See . 
I. J—= |e 3dz = — pay oni ok ea ee ee 
3 =| tee Oa Po ee 
Il. f/x Sure | oe : 
. pV 2ida= |x? dx= == x 
i v= fx dx Ps icy zte= ter: : 
dx ey Nts ee 
TES feo seal fp ees % tA. 
y 3/05 x dx ote ; 
oder 


eg Gi ye ay IY ir to a | § 
ane Xr! [opaem4 s Sar Fat Spe fc aeat 


* 4 ; 
ey 


pet 17s, i+ 3 
_ ee 3 
am fe it ear 4VP+0=6Y2 +0 
My fal 5. Man soll die Differential-Funktion 
5 ans) 
ary Hh + See 
ig Be rccticcers 


sae Nach Formel Nr. 8 der abelte pele sich 


erp 
ane a as [ioe — oe da + af dx 


——— 

as = fitie +7 febae —11 fer an 45 ada. 

Si Wenn man die Integrationen, welche auf der rechten 
Seite dieser Gleichung angedeutet sind, nach Formel Nr.9 _ : 
der Tabelle ausfiihrt und dabei die vier auftretenden Inte- a 
ae in eine einzige Konstante zusammen- oe 


fat, so findet 


BiG e-y vat + "Sa 


$41 541 
gAtl x xs a8 +1 
4+1 Aire ast ne pase Pais bast 
z ie 5 
=F +77 ul +5 +0 
ao 14 33 1 . 
Sys)" 5978 Pas 


as hat 6 aaa ‘soll den’ dries ag 
ON ested jena) ; 


- berechnen. 


Aufldsung. Man erhallt zanichst eh, ste ne 
(G78 + tsar Eee. 
=p feee—tfstae fox if wae 
a sae at th As ad 
ne A Aaoat 4.1 “Sgt 
a Dies gibt : a 
Ss  \G-W a4 ae Oe. es ae 4 yt feo a 
es 3a? 16201 35° Bx ee) 
Aufgabe 7. Man soll den Ausdruck — ees ~ 2 as a 
74 —f(asinaz + bcos iS cea Yo aa ee oe = " 
. berechnen. efits (re ; 
. Auflisung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 14, : 
13 und 11 der Tabelle erhalt man : 
* asin nis bcond- conde pes UR ee C. ‘ 


Aufgabe 8. Man soll den Ausdruck banca 
(marae 2h n+p cota) ts a8 
berechnen. Se en 


Auflésung. Durch Anwendung der Formeln Nr.11, — 
12 und 15 der oe erhalt man ° a 
{ matdx + nt +p us)= = m +ninzx+ ptgr+C. ss 
Aufgabe 9. Man soll oe Ausdruck 
‘dx 
i GS ai « eats +=) 
berechnen. 


Auflésung. Durch Anwendung der Formeln Nr. 18, 
22 und 17 der Tabelle erhalt man 


pate pegs 
Pe ie i? é oS he 
(eee Par Diggs pe | 
rs fae Sine iw, —sretge—aStgrtasosine +0 
a = —arcetgz — age —arccose + 0. 

ya 3 ‘ % E e M : 


ati Ares e 
A Allgemeine Bemerkungen. be ee 
In der Regel wird bei Anwendung der Eee eer ; i 


a“ a) Pade = Fa) +0 Be 
. nicht die Funktion F(x) bekannt sein, sondern nur ihre ~ aM 
_  Ableitung : ei 
Poe) | Fae f Oy. a 
4 Dann wird man in den meisten Fallen F(x) nicht bd 
e. . unmittelbar angeben kénnen; man wird vielmehr, wenn ke 
iP. eine Lésung der Aufgabe mit Hilfe elementarer Funktionen : : 
___ tiberhaupt méglich ist, zur Ermittelung von F(a) Kunst- . x 
3 griffe anwenden, von 1 denen zunichst die folgenden erlautert je 
| werden mégen: — 7 me 
a 1.) Integration durch Substitution, ‘ft 
- 5% 2.) Integration durch Zerlegung, eo 
s 3.) partielle Integration. 
/ 


TL, Abschnitt. 


\ 


“Integration durch Substitution. } 
Erkldrung der Substitutions: Methode, : 

(Vergl. die Formel - Tabelle Nr. 26.) zh Saat 

Haufig kann man das vorgelegte Integral auf ein be- | oe 
kanntes zuriickfiihren, indem man statt der repanelelinies ey Be 


x of so inctamennd secre cares « durch die Gleichungen 

oe) z= ol), da = ott bees 

Bes eine andere Veranderliche ¢ als neue Integrations- -Verinder- cn 

ae liche einfihrt. Die gesuchte Funktion F@) geht dadurch — 

ee tiber in 

BF) = Flat] = 46, 

‘ d. h. in eine Funktion von einer Funktion, fiir hess ‘nach | Be 
; D.-R. Formel Nr. 36 der Tabelle 3 ee | as 

eae dG(t) ve OF (@) — aF(a) dx a 

SP -em-SR =. SF - Fer 


wird. Deshalb findet man die gesuchte Funktion F(x) = Koes ote 
aus der Gleichung & 


) Sfe)da = Fa) = Gt) = /Goat = ffig@).gOdt. 
In vielen Fallen wird man die Funktion g(t) passend 

so wihlen kénnen, daf sich die Funktion G(t) leichter er- 
mitteln laft als die Funktion F(z). Driickt man dann in 
dem gefundenen Resultate die Grofe t, der Gleichung (1.) 
entsprechend, durch x aus, so ist die Integration vollzogen. 

Dieses. Verfahren, welcbes man ,,Integration.durch Sub- 
stitution nennt, wird am besten durch Beispiele erliutert. 


es. 


Hh: 


| (Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 27 bis eee 


e i Se a te . ‘i . os %: j 
a is - uta Coie ae =? a 
Rs: — Auflésung. Setzt man — . Waa 

Ph tg eat, also x=t—a, dx = dt, 

. rs fae wird nach ip Nr. 12 der Tabelle © 

Rs de> 2 

Bo) ud ee -{7 = Int = In(z + a)*). 

B «Jn ahnlicher Weise findet man 

4 3) [2 {= me—o. 

a A Aufgabe 2... /cos(z + a)dx =? ~ or 

a Auflésung. Durch dieselbe Substitution wie bei Auf- ook 

a gabe 1 findet man nach Formel Nr. 13 der Tabelle mae 

e. (4) Seos(x + a)dx = sin(@ + a). oo 2 

-— Aufgabe 3. _/in(ax -++ B)da = ?. ae 
af ) 
B | Auflésung. Setzt man Fe 

. (5.) az +6=t, also n= i—?, de =“, ar 

& so erhalt man nach Formel Nr. 14 der Tabelle pe: 
(6) fsin(aa + dda = 7 feintat— -— ~ cost ses —* cos(ax +b). fh, 

i ’ ° ; - : “ 

ae dx vga 
. eS a OS SOY x 

‘ Aufgabe 4. f- Gee os | A 

Be Auflésung. Indem man - 

(7.) 3Ba2—4=t, also 3dx—dt ; 


setzt, erhalt man nach Formel Nr. 15 der Tabelle 


dx 1 {dt 1 1 
lowes | ry a i at Noe 


*) Die Integrations - Konstante mige hier und bei den folgenden 
Anfgaben der Ktirze wegen fortgelassen werden. 


Auta cy oy ah 
Auf sung, Totes man Bee 
tat Stan Oe man oe sie € x oS x oe 


26 pinched Weise > gelangt man cae den 
- Resultaten: sfiorS Bueno Ay Ske ple Sse se Ne tion 


(11.) [- et+o i s ase dae ty = 5 teeth, = srs 


(G2) fisem fae a Ske a | 


“ret 
Gea os 


er 

or 
vr 
—) 
als & 
Q 

I 

8 

a 
EE, 

| 
SJ 

4 

a Pl 

Soe Gg rt. Fa 


£ 
nm 4 
foe Fe 


(16.) OL AG ae) 


wy 


—netg 7 
=O ja ae 
} dx 1 f d(ax +) SS 2 : ; 
ae bee hi +(ax+op afJit@cto ats (ax - dian a 
(18, ox + bfdx = 1 lax + b)8d(ax + b) = ce ue 
a 4 
(19.) ie (ax +- bP da = 2 Pee: +0) d(ax + 2) MAC Ai, | 
a ; 
x Sade ae teh 7 Vax + oF b 
Aufgabe 6. ese abi) 
a* + 2 : , rt 


ai - adt a, a 


p/n £ 


2 rae Je + ae ie ae aji+ {+27 


fees re 


ong 
- Auflésung, Durch - dieselbe Substitution wie bei der 


. ns Aufgabe findet man mit Riicksicht auf die 


‘Formeln Nr. 25 und 25a der Tabelle 


: ; dx - 1 at f 


da eb Midd oar 
ay 2b see _ly 
eh fate Ae ; 7 Ue Gtgt 


; ¥ og gee —*%tr6ig(=) = ag): wenn | a | >a 0. 
a | ede 
3 a? + 2? 
4 2 Auflésung. Setzt man aX 
- (25,) a? fe zg?—t, also 2xdxr = dt,, 


a so findet man 


Aufgabe 8. ? 


Durch Vertauschung von + a? mit — a? erhalt man 
aus Gleichung (26.) : 


7, feo a = 5 In(2?— a). 


— 


vA Integration von einigen rrationalen F 
Ay Se a durch Substitution. he 
‘(Vorgl die Formel- Tabelle Nr. 81 vie 2) 


SY antla 04 RRS Ee a ae 
Auf abe 1. JS ep Sie Ning eae 
‘ Vea BS 3 aod sou 
Auflosung. ‘Sotat Tan 1) NA eee . Pet eng 
| (ES YAS a Va ena =t, also awe 3 ae pe ¥ 
. so wird ia aan Pak featt a s an 
a aN und ee, : j Mal he i ep é en 
nae 9) fade —tdt =| ge) Et 3) 
Pion (2. ig eee fe a? — x. 
¥ Pe ; Mi ; ; ae ; es ie e 
| Aufgabe 2. p 5) Pete ao 
a g Var+ 2? 5 $s ae ie s Ht 3 
_ Auflésung. Setzt man . aesre A 
(8) Var + z= ty also. hig 2, : ae MG 
so wird <n 
$; xdz = tdt 


d tat poe eee 
a > fait -|"F- dt=t—=4+Vepe. 


Durch Vertauschung von + a? mit — a? findet man. 


; aus Gleichung (4.) he 
d ie eh a 

6.) fiiiocked REE IY) evap hs . . 

V22—a2 “\ 7 

Nun 


Die in den Gleichungen (2.), (4.) und (5.) ,enthaltenen 
Resultate hatte man auch leicht durch sinmnittelbare Inte- 
gration finden kénnen, wenn man von den Formeln Nr. 31 


bis 33 der Tabelle fiir die Differential-Rechnung aus-, 
gegangen ware. . 


Aufgabe 3. 


es a= at, “also. aaah 


9 | 


) 


a adt ; 
ae a os ist Le )- 
yy" ae ra a seep 4 
ae dx : 
ee sh . | Vea 3 


ea - Aufléeung, ‘Durch dieselbe Substitution wie bei der 
; =. vorhergehenden Aufgabe findet man hier mit Riicksicht 
auf Formel Nr. 23 der Tabelle 


&) © Sr Fa “fries ome sea ) 


5 
2 , Say eee), 
_ Ebenso findet man mit Riicksicht auf Formel Nr. 24 
der eis aes 
tI tie Va @ 


A ~en(etle=4y 
4 ) 
3 . = ae 

be 5. ia a 
& hut rVae—a2 : 
| ‘Auflésung. Setzt man 
| dt 
(10.) * wm sy also” ern: 
a Va—e—Jo—% p + VET. 3 t=<, 
dann ee 
77 dx _ (a au.t.t ee Se 
‘a £Vae—x? 2. a. bed Vl=—L 1 aJYV?2—1 


‘dies gibt nach Formel Nr. 24 der Tabelle 


*) Verg]. die Anmerkung auf Seite 22. 
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:* 
a * 


Eee 


—— A yees(’ == ; 


= 


Autgabe 6. pe Oe 
ol es a Var — a? SS aS seo : 


Auflésung. Durch ‘qeaalbs Substitution 


See Aufgabe findet man <2 
i —adt.@.t 1 f_tat — 
( See Css sae ae #2. oe aye = = eS j 
also nach Gleichunz (5.) : = = : 
ee 
oe lays=3-— 3 Sr 
| Sof. eo eee 
Aufgabe Vad e i 


~ (15.) t= RisGn a — = a 
=—— eee Se SSS a 3a 
Ve+e—Vo+ | =*VeHi, t= = 
so wird . : Se | 
dx = —aditit ~ 1 s 
a Vat +2? 2.a.aVe+1 JSVELI" = 
dies gibt nach Formel Nr. 23 der Tabelle ae 23 
dx 1 is SO eye 
16. ee ap —_— — i (a ae ft 2 ne Y = = 
(16,) Waa 7 a Sint in(t+ Ve = 1), a 
oder ae 
a7) fee —=atrGin(%) = < tp (QE ey 3 
nVetm@ a GJ q meee 
Aufgabe 8. BS =? 
Va + 2 


a Se 


OnKU on én. 


_ faa ee I eae: 
(a - -@.aVe+l OVP L1’ 
ay lichong (4.) 7 


eye Be ee a -F a 
Aufgabe 9. . 


pe a 
= 
t 


Beef dy i aes Se a dt ¥ 
a J2Ve—e JP.a.aVi—t?, as Vi—®’ ae 
ae dies gibt nach Formel Nr. 17 der Tabelle Z 
4 (21.) ae =— a are = — S aresin(“). 
- 2V22—a a “a x 
; a A [. dx ot 
Bo ufgabe 10. See 
j AUT G ze 2Ve a 
a Auflisung. Durch dieselbe Substitution wie bei der % 
Z hema Aufgabe findet man 
dx —adt.t?.t 1 tat 
2) | Sf 


2Ve—a@ Jt.a.aVi—t ay yi — 
also nach scm (2.) 


ee es oe eee 
wh ea 


a a “ J 
we 
* 


(1) ee a also ar = 


so erhalt ‘man 


-Aufgabe 1 


Se tzt man Skee 
Auflosung. etz | =o Siere 


in 


@) ——— fe wee Int = = =In(na). ao - 
! aise ae ae 

Aufgabe 2. 42 — Ta - ll ~ eae Se 
Auflésung. Setzt man Bae : . : ey 
(3.) 4o?—Tx+11=t, also (8x — tae = dt, one a 
so érhalt man : ae Saks 2 a 
"Sx—Vde_ __ [at a = 7 lu ae 
(4.) ie TT ft. See, n(aae x oe ». = : 
(1223 + 152? — 4a 8)dx oe = a 
Aufgabe 3. {2-4 The oe + 827 3 
Auflésung. Setzt man — | = 4 
(6) Bart +. 543 — Qa? 4+ 8a —7 =F, a . 
also i : : = § 
(120% + 15x? — 4a + 2 =i 2 


eet 
Bibs i 


so erhalt man 
6) (12a? + 152? — 4x + 8)dax oo 
324 + 5a? — 2n? + 8a —7 
= In(8a* + 5a? — 2a? + 8x — 7). 
Die in den letzten Aufgaben angewendete Methode ae 


bestand darin, da man das Integral auf die Form 


~ 


brachte. Dieses Verfahren ist immer anwendbar, wenn 


~~ 

4 Cs ¢ 

unter dem Integralzeichen ein Bruch f ee steht, dessen 

Zahler das Differential des Nenners ist. Setzt man in | 
diesem Falle nimlich . 

re 


Eces say pis also fa)dx = dt, 


matt man 


ts flea _ fat _ 
ce | aes Int = In[fla)] 


und damit. den | 
7 Bs vt Satz. Steht unter dem hij isn ein Bruch, dessen 
| Zihler das Differential des Nenners ist, so ist. das Integral 
a _ gleich dem natiirlichen Logarithmus des Nenners. 
 . Bei den Anwendungen dieses Satzes wird man allérs 
dings haufig mit der Funktion unter dem, Integralzeichen 
erst eine Umformung vornehmen miissen, um sie auf die 
beschriebene Form zu bringen, wie man aus den hier fol- 
a Aufgaben ersehen kann. 


ok « 4 
Say ee 
ee 


z ' Aufgabe 4. Jtgadx = 

q Auflisung. Bekanntlich ist tga = = » so daf man 
—— erhalt aeeige 

BS): frexae --_(/——== Bs, 

‘ Jetzt steht unter dem Integralzeichen ein Bruch, dessen 


_ Zahler das Differential des Nenners ist, folglich ist das 
Integral der natiirliche Logarithmus des Nenners, und man 
erhiailt . 
(10.) Stgadax = — In(cosz). 

In ahnlicher Weise findet man 
(11.) f etgxdzx = cosxda _ = Ihiein<). 


sin x 


s1n X@ COSZX 


he d. 
Aufgabe 5. | Eee ee 


Auflésung. Dividiert man Zahler und Nenner des 
Bruches unter dem Integralzeichen durch cos*z, so erhialt 
man 


: dx a -{- ‘dttg x) 
(12.) lem cosx tga ge 


folglich wird 


sv 
“ , 


- es See Jiao = Ines) 
da 
sin x 


“Aufgabe 6. 


= Auflésung. Dieu Aufgabe Vast oN 
vorhergehende zuriickfiihren, indem man Sater 


pe ee 
-setat und die Tekannie Formel = ie gee eas — = 
sing = sin(2t) = Qsint cost : = = : 
i oss Dadurch erhilt mane = ae 
Ge sing af aatoe cost =nttgi)=In|te(3) |= : -In|etg 
Aufgabe 7. i =o : Eee. 
cosa . Se 


Auflésung. Diese Aufgabe wird auf ae vorhengehe \c 
zuriickgefiihrt, indem man ee 


(16.) =5- t, also cosx = sint, dx = ae dt, t= ~ x 


setzt; dann erhalt man - 
Bea de = (die > 
e . ~ | cosx sint fie = 33 
= F oder ee a3 
17 S 
a?) [. ioe fie I Tr oa an 2 
Durch die Substitution : Ss = mete. 
Ca ae 
eee 3 
gehen die trigonometrischen Funktionen ee 3 
sing, ¢ cosx, typo, cigs : 
bezw. in die komplementiren Funktionen von ¢ tiber, ném- 
lich in . 
; cost, sint, ctgt, tgt. : : X 
Bezeichnet man irgendeine Funktion von sinz, cosa, 
tga, cigx mit f(sinx, cosx, tgxr, ctgx), so wird ; 
. = 
ed he 


.. man zie das eine von diesen beiden ieee 
bat so et damit auch das andere Boe Hieraus 


os ey gt A 8. ee, Rgrdz = 
: Auflésung. Hier ist 
‘SGinxrdz d(Gpj a)- 


(19 See het oe 
Z a ? Pave Gojx Sojx 


= 2 SoAitfgabe 9. SStgadr =? 
= _ Auflésung. Hier ist 


a nf, [Sojxdax d(Sinz) ‘ 
20. 5 Seco mrad Ses 
2 (20.) [Stg24x = ms s In(Ginx). 


: 


= In(Gojz). 


Auflésung. Dividiert man Zahler und Nenner des 
ae unter done Integralzeichen durch Coj?x, so erhialt 
ma 


" < - fSofex _- ('d(Zqz) Rae = 
2 aoe Ses ag =In(Tg x)= —In(Ctgz). 


ss Aufgabe 11. esH a? 

Auflésung. Setzt man 

(22) e=2t, also dx = 2dt, 
so wird nach D.-R., Formel Nr. 53 der Tabelle 
(23.) Ging = Sin(2t) = 2Sint Cojt, 
also mit Riicksicht auf Gleichung (21.) 

Py ds ~~ Gat Date RE 

~ 4) ling =| 2Gint Gof = | Sint Coit 


= In(Zgt) = In [3a(5)|— —1n| 6ta(5))- 


Aitiésunig - Muitipliziere” man Zahler und N 
Bruches unter dem Integralzeichen mit e7, so_ 
Zahler, namlich (e” ate l1)dx, das Differential des 

— & + 2, folglich wird das Integral oe dem ee 


des Nenners; d. h. es wird : re % et 
— 2. E 5 1 a. , Sahar : 2 ; 
25.) f Tee | See eee ae 


1+ xe-7 © Le 


2 pen th 
- of Integrale von der Form /F' (Dat, 

“Saat wenn ¢ = f(a) irgendeine transzendente Funktion 
: . von a ist. ae 


=x (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 53 bis. 83.) 


oe Aufgabe 1. /(sintx— SsinYa--4sin’« +L1sinzjeosede = 


Auflésung. Setzt man 4 

(1.) sing =t, also cosxdxe=dt, a : 
so erhalt man : : é 
Jsintx — 3sin’x + 4sin2a + 11 sin) cosa7 da om 
pes Se ass 


3 2 Sf Daye 43 See. eS 
fe BH + 44 1iddt = 74 ae a Ok ce 


j = Sin’a — “sini of sind a Sainte. 

Man erkennt sofort, daf diese Substitution immer eine 
Vereinfachung herbeifiihrt, wenn unter dem Integralzeichen 
eine Funktion F'sinz) von sing steht, welche mit cosxdx 
multipliziert ist; denn man erhialt dann 


(3.) SF4sin x)cosxdx = /Ftdt = Fi(sin fa) 
Aufgabe 2. | eG =? 
sin’x 


Auflésung. Indem man die soeben angegebene Sub- 
stitution benutzt, findet man 


SSS eee SS ee 


‘Hinfig ee man die Paniktion unter aan Integral- * 


 geichen erst umformen miissen, ehe man die in Gleichung (8.) ° 4 ‘ 
_ angedeutete Substitution anwenden kann. Wie dies geschieht, == 
* inogen die folgenden Aufgaben zeigen. ; : oy R 


a  Aufgabe 3. Oy costa da = | a % 

; : corer Durch Miaathtte der bekannten Formel. As 
# 6) ¥j2 oe Se ~ costa = 1 — sin’ be, * 

aa erbalt man . . id 

=. 6.) Seos*x dz: = = fii- 1— in’2) cosa dar = /(1 — sin?z)d(sin ze) at 

4 y we ieee sina — 5 sintr. x 

“Aufgabe 4. feos**+xda =? : 5 om 

3 ~ Auflésung. In gleicher Weise wie bei Aufgabe 3 findet os 

man hier — na 

“ae 


(7,) Scos?*+1xdax a ie; sins)": ye os fa—sin?ay dsinz). 


Durch den Faktor d(sinz) soll angedeutet werden, daf 
sinz zur neuen Integrations-Verinderlichen gewahlt wird. 
Dadurch erhalt man > : 


| (8.) . feos*’+rdx = /(1 — t?)ndt 
 =fl-G)e+@y-Ge+— 
+ CO oar 2 | dt 
OPO OE 


f2n—-1 zt {271 
+ (ar 2 Pips | + 2 


SchlieBlich mu8 man noch fiir ¢ nee sinx elnsetzen. 

Aufgabe 5. Ssin”xcos**+ !2da = 

Auflésung. In ahnlicher Weise wie bei der vorher- 
gehenden Aufgabe findet man hier 


x 


aT ee tat Oe eee 
: s.'S r 


sina aur inteirations Verinderlichen 
durch erhilt MAU 4. oF = 


3 {Bye 
00) (SEE — Pe fee 
(3 ae : 1 ee . 


= a5 


poset = Seine 


steht, Seo die Substitution SS 
(11.) cosz=t, also — sinzdr = = it Soe fu: 


eine Vereinfachung herbeifiihren; denn es wird Se : < 
(12.) SF cos). nein ede Fleets aos Ser 


Hieraus ergibt sich ohne weiteres die ‘Lésung” der 
beiden folgenden Aufgaben. — ee aes = i 


Aufgabe 6. /(cos'x — 2cos*x + 3cosx — 4)sinxdx 3 a 


ae L 4 2 3 3 2s 5 
= _ =—-—costx + 3 COS — 5 Cosa + 4cosa. 


2 2 4 2 
= "singe <> : 
ay Autgahe 7, / costs Seoste 
. Aufgabe 8. Ssin®xda == ? : 
Auflésung. Durch Anwendung der bekannten Formel 
(13.) - sin®r = 1 — eosz 


erhalt man 
(14.) /sin'adx = /A—cos?2). sinxdx =— Ki—cos?x? dicosx) 
. : 2 jee 
| =—fa—2e +a =—(t— 38 3) 
fo—2e+e t—,f+.t 
=— cosx + ;. : g Cos*x von cos°’2. 

5) 


Aufgabe 9. Jsin?"+xdx = ? 


inte eda - = Siti — cos’x)”. sinadx 
oA = — St — cos?x)* Aa 


RY nee da8 cos zur neuen Integrations-Verinderlichen 
- ‘gowihlt wird. | Dadurch erhalt man 


= ee) sin? +12.de = — fl — tyrdt, 

‘ “also, abgesehen vom Vorzeichen und von der Bedeutung 
aa der Veranderlichen t, dasselbe Integral wie bei Aufgabe 4, 
E : Aufgabe 10. Seosxsin®*+1¢dax = ? 

a  Auflésung. In ahnlicher Weise wie bei Aufgabe 9 

 findet man hier Las 
4 (17) Scos”x sin’*t+lydx = — Seosx(1 — cos’x)"d(cosz), 


__wo durch den Faktor d(cosx) angedeutet werden soll, daB 
3 = cosx zur Integrations-Veranderlichen gewahlt wird. Hier- 
; _ durch erhalt man z. B. 


! ee ere) 2b ere coal = == /ell — dt = —/(r? — t) dt 


; eee Le Cos t-~ cose 
is eee ae So es Ds 
4 
= 
ae = ae 
; Aufgabe 11, itg’z—8tg’x + 5tgx—7)—" = 
3 Auflésung. Setzt man : 
4 (19.) tgax me t, also Tani ad dt, 
so erhalt man 
20) itsiz—8igtz + 5tga2—7) me = fe—se +5t—Tdt 
| # ,8 5 _, tgtx 8tgre a Gt 
3 we ae Paeetiiee Berra pais 


Dieselbe Substitution kann man immer anwenden. 
wenn unter dem Integralzeichen eine Funktion von tgr. 


‘ - 
a 4 — 
: ks 
ra 


agtare ‘Wee? soll durch den Faktor d(cosx) angedeutet — 


= ey oe — ie a. - Fi 
. “Wo aneeh den Faktor  d(tga) angeaentch: Soe oll 
— gur Seas Se -Verinderlichen gevaiblt wird. 


oe : 2 ; oe 


der 1 ttenentiale Funktion pe ond Wie dies = gsc 
modgen die folgenden Aufgaben zeigen. 


Aufgabe 12. . Sits os ~ Ttgta a digs =f Oar = 2 


aie 
cos’. 
wird, muff man. sie durch ee. dividieren und | aeshal 
: auch mit ‘ 
Sam . 2 COS SS ee : 
x 22. cos*a = — : 
BS . ) cox + sina 1+ tea 


: multiplizieren. Dadurch erhalt man mit Ricksicht auf: aie 
= Gleichungen (19.) 


. . 

(23) fost — Vtg’a + 2tea+ 9dx .. 

, = [24 — Tte’x + 2tex + 9 dx 3 

: te2a +1 “costn 

; -|* UP + Of oe a 
P+ aia 


| Nun ist, wie man durch Division findet, 
(4) PST 4 org =@+1¢—D) +t +16, 


folglich wird mit Riicksicht auf die Formeln Nr. 9, 30 und 
18 der Tabelle 


— 724 9¢49 tdt at 
25. aay [7 es haa 
( ) P41 — dt = f(t—T7)dt + at prof, 


= Wag $In(?+ 1)+ 16arctgt, 
oder, wenn man beachtet, daQ 


itt. 


- “a ; 1 A ae a * ae 2 
y 14ee— es eo avigt pic Be pea hier 


ea 


; tee Teg ge +9)de~ sie Hig laos x)+16z. 


a + tiga Dieses Verfahren fart zu i allgemeinen Formel 

4 Cftga) 

Ss freee. de ige +1 -d(tga). 
ae - Aufgabe 13. ftgra dx =? 

. ae _ Auflésung. Nach Gleichung (28) erhalt man, indem 


man tga zur eee euenongs macht and, mit ¢ 
~ bezeichnet, 


ee ‘ We? tndt ae 
- 09) fran: =f ee AGH -a(tgx) = Pa F ¥ 
: ‘ee Bei der weiteren Behandlung des Integrals mu8 man A 
zwei Falle unterscheiden, je nachdem n gerade: oder wn- ae 
gerade ist. | ‘g 
I. Fall. 2 = 2m. z 
Durch Ausfiihrung der Division erhalt man 


4 

eg: ores : 
= @0) tga . do = frp = f(r ar 7 oe Bans 
# 


1 
poe ieey dt é 
a en 21 on8 PR eS 
a Es ist z. B. 


(31.) [rgiedn — “B* "8 + +-tgr— a. 


5 


I, Fall. 2 =—2m+1. 
Durch Ausfiihrung der Division erhalt man 
f2m+1 


2m +l Sy Pa se 
(82.) Jtg°**a . dx pat 


={(e —fwrs4—+. +t F we is. ; 


tg” L tg?" *a ne we 
— — -+-S- F tin(l + tex), 


"setzen dart. Es ist 2B #2 = =o =o 


Se SSS = : aS 
“Mita He fe = 


Aufiésung. Bekanntlich wee we ee ee 


ik 
(34.) aor sl ve tg’ ee 
folglich wird — ee : 
“dx 1 
@5)) J costa - f. costa — = 


= tge + 22. Ss 22 = eae 


Dasselbe Verfahren fiihrt zu ae allgemeinen Formel 


(36.) fie ee =f + tg’x)"—d(tga), = oe 


wo durch den Faktor d(tgx) angedeutet werden soll, dab é 
tga zur Integrations-Veranderlichen gewahlt wird. : 


Aufyabe 15. f (cighe — Betg?e + 3 = a 


ss Auflésung.  Setzt. man 
| | da = 
(37.) ctgx =T, also  — =a a = dt, ; 


— 


so erhalt man 


(38.) fotet= — 8ctg2x + oe ae iG — 342 + 5)dt 


6 38 ctgix Ses: 
= = 5+ —5t= — 82 + otgin —dotge. eS 


Dieselbe Substitution kann man immer anwenden, wenn — 


re unter dem Integralzeichen eine Funktion von ctga, multi- 
a — Oe ; oe 

pliziert mit simp’ steht, d.h. es wird ganz allgemein 

4 


eset a 


jc Faktor ae gad: pes soll, “dab ; 
a ete ‘gewahlt v wird. a 


dx 


Z zeichen eine: Dae von ce, lips mit oe 
nee : sin?x 


sin2x 1 


in? 
sin’z = —,——_ 
sin’ + cosa 1+ 1+ ctg’x 


i Scat lijeren Dadurch erhilt man mit Riicksicht auf die 


AL) fletgte + Betg’x — Ade = —f" 


3 

C 

4 
2 
; 
= 
4a 

4 

p . 


~ Gleichungen (37. ), wenn man die Division oe 
4 + Aiea 
241 


3 : 
aE FET LR ES SMeR APE ek Ye Fae cot atte ay 
iC +2; op)at = (G Ee t + 9arcetgt), 
oder, da ctgz =¢ und arcctgt = = ist, 


= oa 


pe (ctgta + eins ‘dx = — “g a 2ctex— Ya. 
; Dieses alisha ea fiihrt zu der allgemeinen Formel 
ee Ep (ctg x) 


Aufgabe 17. Setga .dx =? 

Auflisung. Nach Gleichung (43.) erhalt man, indem 
man ctga zur Integrations-Veriinderlichen macht und mit 
t bezeichnet, 

g [tat 
sy, fets x. AL == Zi Pal 

Die weitere Behandlung dieser Aufgabe ergibt sich 
sodann aus Aufgabe 13. 
dae 9 
sin® 


* Aufgabe 18. 


ewe 28 u Integ E 
-Auflésung. Spoliuntlich ist = 


1 : te 
= =1 + ote Do und eee a : 
folglich wird see a8 


rnd See tg? nd ct ae 
ae “I i6 sin’ a os 3 fa) ral a2) ; 


* —— GE, os e: 


~ Dassalbie erfoliren fibrt zu See ‘aligemeinen Form 
da ee = 
een wo durch den Faktor Actg x) angedentet werden soll, aan 
a ctgx zur Integrations-Veranderlichen eoyanes wird. os 
a 
5 Was in den vorstehenden Aofeaben fir die trigono- BE 
. id metrischen Funktionen sina, cosz, tgz, ctgx gezeigt worden — 4 


ist, kann in gleicher Weise auch fiir die hyperbolischen — 
Hunkwoncn Ginx, Gojx, Tgax, Ctgx ausgefiihrt werden. Da- 
durch findet man die folgenden Formeln: 


(46.) /F“(Einx)Gojadx = ae F“ Sinz) .dSinaz) = Gina). ss 
(47.) /Cojf+12dx = /U + Sinz)". dGinz). 
(48) /F(Gojx) Sinzdx = /'F(Cojx). d(Cojz) = F(Cojx). 


mm i 3 Ms " 


sy ional 
mee cart 


a reat 


(49.) SSin®*12dx = {(Goj Pas 1". d(Gojz). | : ‘ ‘ 
60) fPRee)- Gog —/PLon. age) = FRpa). 
or frcante =f aye ee 


62) fgSt nm fags a, 


(53.) [EGtg2): on — fFGtg2). d(Stga) = = Fea 


(4) frtsaaz: =f; K ae d(Ctg.x). : 


a 


a se er ss aR 


pee 


is 
- Form. a co 


| oe ae fiewe— ly, a6'y2, 


Re. In ahnlicher Weise Kontmaan durch Substitution ganz 
: al gemein eine Vereinfachung des Integrals herbeifiihren, 
_ wenn unter dem Integralzeichen das Produkt einer Funktion 

4 4 Ff @)] der transzendenten Funktion f(x) und des Diffe- — 


3 rentials | von f(a) steht. Dann findet man, indem man Be. 
j 4 _ t= fla) oe e 
por neuen Integrations-Veranderlichen macht, - a 
66.) /F{fla)). ada =/P dt = FP) = Fife). | 
: Dies gibt ohne weiteres die folgenden Formeln: ag 
i. “qx x “qt my oe z , ie 
© 61) frie. arte = [P09 der) = § Fe, ‘3 
68) JF (er). eFax ay ee d(er) = F(e%), ee 
j 69.) fre ee Pa) < din 2) <= ina, 
3 
> 
4 t aie Vi ena — fPi(oresingy. d(aresin x) 
C F = F(aresin2z), 
; (61.) i] Pijatcccss) . ae a fre (arccos2) . d(arccosz) 
; = — F\(arccosz), 
B ~ {62.) fe (aretga): it s =] = [Farctg2).darctg2)—Flarctg2), 
(68) [Prarcetga) 5" EET — FM axectgz). d(arcetg x) 


4 = — F(arectgz). 

’ Hierbei soll durch die Faktoren d(a*), d(e*), d(Inz), 

. d(arcsinxz), d(arccosz), d(arctgax), d(arcctgx) angedeutet 

werden, da bezw die GréSen a*, e”, Inz, arcsinaz, arccosz, 

aretga, arcctgx zu Integrations-Veranderlichen gewahlt 
werden. 

Zur LHiniibung dieser Formeln mégen die folgenden 


Aufgaben gelést werden. 
Kiepert, Integral- Rechnung. 4 


(64, oe Gu 1d a het fs “te. anda 


ace fags That Hina? 


—G ar Ba — Telna). 


; cos (Inz) . det Sane 
Aufgabe 20, : SS = =e 
5: Auflésung. Bezeichnet man Inz mit t, so wird © 
Bee. (65). qb ae foostat =sint=sin(nz). 
ay ey ok 35s 
= . 


aresing.dx Sa 
= ee 


Auflésung. Bezeichnet man “a t, so wird 


Aufgabe 21. 


(66.) aresin’.dx _ Zien = 5 (aresinay. 


Vi— 22. 


Aufgabe 22. Sexe + ee ‘ 25 aS = = 
Auflésung. Bezeichnet man arctga mit ft, so wird 


dx dt ~~ 2 
(67.) fax Santee -|F- = Inte In(oretga). —— 


Steht unter dem Integralzeichen irgendeine rationale 
Funktion von sinz, cosz, tgz, ctga, so kann man diese = 
transzendenten Ranktcnen durch die Substitution 


(68, e(5)=¢ = 


fortschaffen, so da man unter dem Integralzeichen nur 
noch eine rationale Funktion von ¢ behalt. Es ist naimlich 


age 


7t wy ee Pa Died sala eal 


Om O- Oe @) 


Aus Gleichung (68.) findet man sodann noch ee: 

. cat __ 2dt . + 

(72) x = Qarctgt, ae es 

und erhalt dadurch die Formel Si 
(73.) aes cosa, fa ctgazjdx = 


es 1—® = cS. Qdt 
je oa ae art ot J1i+2 


s 

7 Mit Hilfe dieser Formel kann man z. B. die folgende 
_ Aufgabe lésen: 

a (1 + sin z)dx 6 

POT Ee GE aa, 


sin x(1 4- cosz) 


a Aufgabe 23. 
! Auflésung. Nach Gleichung (73.) wird 
(+ sina)dx 2t \ 2dt . ip 
—-Fsina(1 + cosz) =|(: Tite 142° rea(t+ cH) 
] (1 + ¢? + Q¢)dt 


=a = 5 fe 2+ et, 


also 


; 4° 


a 


a of “3G 


inx(1 + cos2z) 


der: vier Wonka sinz, oe tga, ctgz, coterie 
durch die in Gleichung (73.) angegebene Substitution, | d 
unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion der 
zigen Veranderlichen t Soaks Die Integration rationale 


gezeigt werden. 


Steht unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion | ¥ 
der vier hyperbolischen Funktionen Ginx, Cojz, Iga, Ctgx, = 


so beachte man, daf diese Funktionen selbst wieder rationale — a 


Funktionen von e? sind. Es ist namlich F 3 
Ginz—$er—e), ofa perpey, 

=~ e-* | ete = ae 

0% = eye’ WAS ea : 


‘ Deshalb erreicht man es Baugh in diesem Falle dureb 
die Substitution 
(75.) emt, erat, dz=Z, a 


da unter dem Integralzeichen eine rationale Funktion von 


t steht, die nach den spiter folgenden Regeln integriert — 
werden: kann. 


See ax dx erdx 
Beispiel. Se ae fe Oe eee 
SMC: Geta Ver ee eet 
Setzt man also . 
; =, ede = dt, 
so wird 


dx * at | ae 
(76.) Coj x => ae = Zarctgt = Yare te(e 


“a() = ge es 


. oF neue Sri aingt ations Weta dailien einfihrt, denn es wird 


¥ dann nach D.-R., Formel Nr. 57, 58 und 79 der Tabelle ‘ie 

P ot eo eed 

(78) . Smz = 7-5 Cojxz = ane _ a 

= ry ot Ln 1+ ; + 

4 79.) "anes a Od Ctgx = 55 ’ 5 

(80.) a=2%ArBgt, dx= Forusc ae 

also Py 

» et 

61) Sf(Ginz, Cojz, Igx, Ctgx\dx = ae 

; Mn @¢ 14? “2 14 2dt fa 
1 12?) 14?" ot J 1? 


a : § 12. 
Integration durch Ejinfiihrung trigonometrischer oder 


. hyperbolischer Funktionen. 

—_! (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 84 bis 86a.) 

- Wihrend in den vorhergehenden Paragraphen gezeigt 
wurde, wie man die Funktion unter dem Integralzeichen, 
wenn sie trigonometrische oder andere transzendente Funk- 
tionen enthalt, durch Substitution so umzuformen sucht, 
da sie diese transzendenten Funktionen nicht mehr enthilt, 
so gibt es auch Fille, wo die Integration dadurch erleichtert- 
wird, daS man fiir die Integrations-Veranderliche x eine 
Rapaomerische oder hyperbolitche Funktion der neuen Inte- — 
grations-Veranderlichen ¢ oder wu einfiihrt. Man wendet eine 
solche Substitution namentlich dann mit gutem Erfolge an, 
wenn unter dem Integralzeichen eine der Irrationalitaten 


: 


Vei—2, Vet 2, V2? — a? auftritt. 
So werden Tekeercels von der Form 
Sia, Ve —#)dx 
haufig durch die Substitution 


a : 
SOEs 


* |e See te 


einsetzen, damit man schlieBlich eine Funktion von x 


Die gleichen Dienste leistet die Substitution 3 
(6.) = atgu es 
dann wird eae eas 
: adu or 
eV gt yt a pe ee 3 
(6.) dx Copza’ Va Sa = Vari I =e wu) = ofa a 
also 


(7.) fre, V8 = Bde = fi(atan, gf Cofu ete 


wobei : 
: Sinu = ioe ee So U : => = ee eS : 
gas aye 
x . a 
igus Ctgu = = 

Creer 2 
See tpt oe ee * 
“ao elim = — ast = — So 
oder = 
da 1 (Cojudu 1 f.. 3 
eV Ge at) Sie ee 2 [Sinwy2a(Siney z 
22d eS 
 @eSinu ae Sree 
(Vergl. Formel Nr. 38 aise Tabelle,) “ 


— SSS oO =S>— me a 
(@?—22)Var2— gq a@)cost a ® eVa— 2 
oder a 


ee 


——— = @ (1 - — gear: om fest 


ey ® feos .d(2t) = “sin t) 
= asint cost = aV a? zine 5 


| % ers Bei Integralen von der Form zs 1a 
es Sie, VF Paz 23 
te “Kann man . hiufig die Substitution | E 
9) i x= atgt ae 3 
2 mit gene oe anwenden. Man erhialt dabei 3 
ce ee VEE oe :§ 
also 
Ean.) fre, Va? + 2)dx le ss oor 
_ wobei 
-¥ sint = ==) cost = Pee: 
a) Vere anes e 
tgi = =, ctgt = = = + 
} Die gleichen Dienste sae die Substitution 
t= (13.) we enw: 
dann wird k 
(14) dx = aGofu.du, Va? + 22 = VaX{1+ Sin’u) = aGofu, 
also 
(15.) f(x, Va? + 2)dax = /f(aSinu, aGoju) .aSoju. du, 
wobei | 


# 
a i ha 


ae 


: - Ubungs-Beispiele. : 
"de a?sin*t . adt. cost ay, sin%t dt 


Vat x a — cos*t. cos*t . a Sets -costt | bs 
oder, wenn man sei eee 
(17,) COst-=—2; also. sintdt = — dz. aS ee 
setzt, Di are ie 
18.) ade flee _ a8f(e* — ede ; 
Vat x2 2 2 a ee 
Ae eis Bey 4! = ae 
= — @ ——— — — pe Se 4 
a, Bz 2 <. Ge 
-Indem man schlieflich noch = 
a Sie. ‘Ss 
z= cost = eee 
Vata 2 ae 
einsetzt, findet man 4 


ede  &/(Vaea+ x ee eS 3Va? + 22 oy 
(5) jee oe -) 
Vet a? Se 


= Vet 2 + x? (x? — 2a?). 


Einfacher findet man dieses Resultat durch die Sub- 5 
stitution z= aSinuw, denn dadurch wird # 


xd 
(20.) Fra = a [Sin®u .du = a? {(Cof?u — 1)d(Cofw) 


ieee : Rien 
= a°| 5 Coju = Sof | = ave + x(a? — 2a?). 


9) web NS z x | cost.cost 1 {cost 
wtVar+ a2 at) cos%.sintt.a a4} sinit 


PS Og jae TSN 1 1 13 
= al Cars sing )Aind) = Grr seh 


Se ee eee 


7 


= 


4 = — 
—sint 


_ j Wasa, V#x x : 
pe See se ree, 


see 
ag Oe 


Rash ie fihrt die Substitution x = oSinu schneller 
zum Ziele, denn es wird 


1 ( du 


EB iaers ~ a) Sintu =A fe Cina "gi nn’ 


oer wenn man eine =z setzt, 


1 Lye 
Severn an ogee — als —*) 


_ Ctgu Va? + 2? a? + a? 
~~ Bat ete a 3ata (3— x ) 
. ee ei ad 


3) faraiees = Ere = za feostat 
(a2 + 2)Vae + 2 cost. @ a 


aint 5; 
a? Vee. a 7 
oder " 


fave Fe a, A 
(a+ 22)Vart x? GJ Ooj?u a Vet x 
' Bei Integralen von der Form 


Jie, VB edz 


kann man haufig die Substitution 


So 
er atg vst) oer 2 


Die gleichen Dienste leistet die Substitution =e 
(27.) x = aGoju; 


dann wird = 


(28) dx = aGinu. du, V2? — a = VaXSoj2u — 1) = aGin u, 


also 


(29.) /fw, Va? — ada = /f(aSoju, aSinw) aSinu . du, 


wobei 


Ginu — = 8 1 Coju = —, 
(30.) : : 
xv — a x 
| Tqu Se = ) Ctgu == Ve = se 
-Ubungs -Beispiele. 


iF eS asintdt cost. cost _ 1/¢ 54 dt 
atVa2 — a cost.at.asint — a4 = 


= a0 — sin*t)d(sin t) = = sint — ee 


also 


ES 
Bates 


= opel Bic man x= aoju, so erhalt man 


# oot + a). 


% 
aa Bafta otf? — 289 Gap” 


. ter, wenn man gu mit z bezeichnet, 


.< 3s aft —#\de = Ce 
V2— a 


es = 
Ba 
a ‘ 3at 


os 


2) eae hf ae =. asintdt . cos*t 
4 4 3 os oe a*)\p x ——_ a2 (Vx? — aye cost . @3sir sin®t 


ea! cost dt Sy sk 
~ @a?f sin  ——@sint’ 
also . 
g . i (33.) ‘ p f a oie —— SEES Saas ? 
= (2°. —aVe—a  aVx?—a? 
3 oder - 
E dx 1 f du 1 
/ (34.) &: 7 cgi eat |. oe a Gin’ = — 72 Stgu 
a ia 
3 é ry aV x2? — a? 
| 


% 3) f- dx asintdt . cost 

(a? + a®)\Vx? — a? ( ae :) é 
’ ; cos*t (5, + a). asint 
_1f costdt _ a d(sint) 
~ a®J 1 + cos*t 2 — sin 
Setzt man 


_ (35.) Sint == 2; 
so kann man zur Berechnung dieses Integrals Formel 
_ Nr. 29 der Tabelle anwenden und findet 


= 
ean 
> 


oF ¥ ‘ 
4 — Bt a — a9) — as (2% + a’). 


= . - 4 mest de = | 2 
: Sevoves =a “Meta oe ‘ 


os ee 
~ 575 V2 + sint 273" 


Man beachte, da8 in den ares hier bbhandelfen Fallen” _ 
die trigonometrische oder hyperbolische Funktion, welche 


fiir x substituiert wird, jedesmal so zu wahlen ist, da8 unter = 


dem Wurzelzeichen ein vollstandiges pasate 3 steht, dab 
sich also ais Wurzel ausziehen lat. ‘ 
Fir x = asint wird namlich 


V a? — x? = VaX1 — Sin’ - as ‘eee. 
fiir x = atgt wird Vaan Val + tg*t) = aS 


cost 


2 ae 24) 
» T=, yaaa. (a cost) _ atgt: 


cost 


und fir «= agu wird Vat —at = Var —Egh) = Bai 


, e=aGinu , Vat+a?—= ey = aGoju, : 
» c=aboju , Ve—a@= Vax (Cafu — =aSinw. 


Kennt man die trigonometrischen eee die da- 
bei zu substituieren sind, so ergeben sich die entsprechen- 
den hyperbolischen Funktionen ohne weiteres aus dem, was 
iiber die Beziehung zwischen den hyperbolischen und den 
trigonometrischen Funktionen in § 31 der Differential- 
Rechnung gesagt ist. “Bezeichnet man namlich mit ¢ den 
»transzendenten Winkel“ und mit u den gemeinsamen 
Winkel, so gelten die Formeln 

sint= Igu, tgt=Ginw, sect = = = Cofu. 
(Vergl. auch D.-R., Formel Nr. 81 der Tabelle.) 


Geometrisch aft sich dieses Verfahren in folgender 
Weise deuten. Ist in dem Integral von f(z, y)dx 


(36.) y=Vae—a2?, also 22+ y2?= a2, 


eatyyet 


> a 
y 


_ mentwinkel von g mit ¢t be- — 


_ Hyperbel. (Vergl. Fig. 13.) 


oh s ge f pie ts Ah 
a Se ~ 2 yes - ~ “4 


ith tgs netrischer Funktionen. coe 


87) °2.= acosg, y = asing, 
oder, wenn man den Komple- 


zeichnet, 

(88.) 2 =asint, y= acost. 
Ist . oe 

(39.) y= Vx? — a, also a? — y2— g*- 

so entspricht dieser Glei- | 

chung eine gleichseitige 


Auch hier lassen sich die 
Koordinaten x und y des 
Punktes P als eindeutige 
Funktionen von w darstel- 
len. Es wird namlich nach 
den Satzen tiber hyperbo- 
lische Funktionen 


(40.) x=aloju, y= aSinu. 
Ist schlieBlich 
(41.) y= Va? +27, also y? — 77 = a, 
so ergibt sich aus Fig. 13, indem man x mit y vertauscht, 
(42.) xz=aGinu, y= aGoju. 


Bei der Integration durch Substitution ist die neue 
Integrations-Veranderliche ¢ im allgemeinen so zu wahlen, 
daB aus der Gleichung 


z= gt) die Gleichung ¢ = yz) 


ote nesser "a. (Were 1 Fig. 12.) Dabei lassen sich die Koordi- = : 
~— naten £ und y des Punktes P : 
_ als eindeutige Funktionen des _ Fg: 12. 5 
_ Zentriwinkels g darstellen. Es 
wird namlich ; 


SSaatcior a einem ec one 
noch besonders untersucht werden. : 


x 


a” 
aRY 


: 
; 
; 
h» 


So al: Absent 
Integration durch Zerlegung. 


§ 13. 


“Integration von einigen gebrochenen rationalen 
Funktionen durch Zerlegung. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 29a, 87 bis 92.) 


In vielen Fallen kann man die Differential- Funktion 
f(a)dx unter dem Integralzeichen in zwei oder mehrere 
Summanden zerlegen, die dann einzeln sehr leicht integriert 


werden kénnen. Wie dies namentlich bei gebrochenen - 


rationalen Funktionen geschieht, mégen die folgenden Auf- 
gaben zeigen. 
dx 


. Aufgabe 1. g YS REPS Tad 


Auflésung. Die Aufgabe ist-schon in § 8 (Aufgabe 7) 
behandelt worden; ap ergab sich 


() laeaey 2a nea) ~~ a tea(Z) 


* (Vergl. Formel Nr. 29a der Tabelle.) 
Dasselbe Resultat findet man auch durch folgende 


? 


Uberlegung. Die beiden Unbekannten A und B lassen sich 


immer so bestimmen, dal} identisch*) 
x A B 
(2) a ely aay ee ea Tae 
wird. In der Tat, schafft man in Gleichung (2.) die Nenner 
fort, indem man beide Seiten mit 
az? — a? = (x — a)(x + a) 


paektiplisiert, so erhalt man 


eo Die Gleichung heift eine ,,identische Gleichung“, wenn sie 
fiir alle Werte von = gilt. 


ie ete. Naa ately ay 


oes “1=A@+a)+ Bea). sy 
Diese Gleichung soll fiir alle Werte — von = 
folglich auch fir x = + a@ und fir z= —a. | ‘Far a= + 
findet man aber aa eet bees 


(a Ses ee 24a, oder A = iat Rae 
und fiir <= —a sa Ss F 
3.) 1 = — 2Ba, oder B=— — ets a as 

a 


Setat man diese Werte in Gleichung (2.) ein, sO ‘erhalt’ 
man 


aed =e Or oad co 
= a oe at ee ae ae . . 
Von der Richtung dieser Gleichung kann man sich > 


iiberzeugen, indem man die beiden Glieder in der Klammer 
auf gleichen Nenner bringt. Aus Gleichung (6.) folgt dann 


ie 


eR PPE eee 


One 


ohne weiteres nach Formel Nr. 27 der Tabelle a 
(7.) de 1 eSie Ses ae a fe 
: ope T— a z+ i) <4 af 
ae, 

xr ; 

5, {ine — a) —In(x +-a)] = = n= = =a. . 

Fre ae . = yy 

pea ee oe mae oe ean Gt yy) & 

Aufgabe 2. i Tenner sey = 


Auflisung. Diese Aufgabe kann man auf die vorher- 
gehende zuriickfiihren. Erginzt man naimlich die beiden 
ersten Glieder des Nenners zu einem vollstandigen Quadrate, 
indem man 25 addiert und dann wieder subtrahiert, so 
erhalt man 
(8.) 22-4 102-++16 = (2+ 102-4 25)+ (16—25) = (a +-5)?—9. 

Indem man jetzt noch ; 

(9.) x+5=t, also dxz= dt 
setzt, wird 5 


(10.) ipeseat e ee at . 
a+ 10x 4-16 J bho ea 


oder nach Gleichung (7.), wenn man x mit ¢ und a mit 3 
vertauscht, 


f apices 8 any 2) me) 
> Be dx ae 
’ Hed ‘Autgabo 3) Joterisn’ JA ¥, 

‘Rae Auflésung. In ahnlicher Weise wie bei 4c vorher- 
_ gehenden Aufgabe wird man hier den Nenner auf die Form 


(12) 2844-62413 = (a+ 6e+9)+(18— —9) =(2+3)+4 


_ bringen und . og 

— (13) 24-3 = t, rip an == at ae: 
3 -setzen; dadurch erhilt man | #3 : i 
eee fer@ee? Pea ae 58 ee. 
aa pe SP oy fet OP ee 
a _ Wollte man jetzt die Integration nach der in Auf- hs 
gabe 1 gefundenen Formel ausfiihren, so miifte man fy” 
a a= —4, also a=2V—1= 2 Bs 


setzen, so da man fiir das Resultat eine. kompleze Form 4 
erhalten wiirde. Dies kann man vermeiden, indem man ‘7 
-Formel Nr. 28 der Tabelle, niimlich ¢ 


- 
; a “arctg(- ) : : 
; t2 + 2+ a ry 


fir a= ry anwendet. Dadurch cane man 


4 dx (x - 3 
. (15.) BF 6n p13 sareta(s) =5 g aretg( — 
. | dx oe 
FELD sale ae SAY) 
Aufgabe 4. herroes . 


Auflésung. Wie man schon aus den beiden vorher- 
gehenden Aufgaben erkennt, muf man bei dieser Aufgabe 
drei Falle unterscheiden, je nachdem 6? — ¢ positiv, negativ 
oder gleich Null ist. 

1. Fall. b?—e>0. 

Setzt man in diesem Falle der Kiirze wegen 
(16.) Ve?—c=-+4a, also B®? —c=+ 2’, 


so wird a eine reelle GréSe, und man erhilt 
Kiepert, Integral - Rechnung. 5 


> 
@ 
< 


ary. 


Aufgabe 1 \ | sit ae ae 


Verfahrens mit der Auflésung der quadratischen Gleichungen. 


4 Oe hem it OTH) 
oe = (a +b)" — a? 
Dies gibt, men man, x fs b mit t ‘vesichnet, mac 


: dx dts a tet) 
fosters P—a@ Ni + a, 


oder a w¢ OAV 
CS) Jat + Qba +e a + b+Vi—e 


Man erkennt ohne weiteres den Zusammenhang ‘ieee ; 


Um namlich die quadratische Gleichung Spas 
| t+ %r+c¢=0 “e ! 
aufzulésen, bringt man die Gleichung auf die Form 
a2 4+2ba+be=b2—c ei ites 
und zieht dann auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung 
die Quadratwurzel aus. Dadurch erhalt man : cs 


otb=+VP—e, oY ae 


a = —b+ Vb?—c, at, = —b—Vb—e, oi 
Xi + ro == 2b, m1. =e, Se gy oe 2Ve%—c, 

x? + 2ba + ¢ = a — (a + x2)u + aH. = (uw — m1)(a — a2), 

Wo 2, und a2 die beiden Wurzeln der quadratischen Glei- 


chung sind. Setzt man diese Werte in die “icons (18) @ 
ein, so nimmt dieselbe die Form an oo 


dx 1 Coens, § f 
Sie iE mas x1) (a — 22) a i cs me Das a) ‘ae 


Von der Richtigkeit dieses Resultates kann man sich 
in felgender Weise iiberzeugen. Die beiden Unbekannten 
A und B lassen sich immer so bestimmen, da8 identisch. 

1 A B 
ee (2 — m)da 9m) wo ay Aero Xo : 
wird. In der Tat, schafft man in Gleichung (19.) die Nenner 
fort, indem man beide Seiten mit (a — x3)(@ — a2) multi- 
pliziert, so erhilt man 


oder 


und fiir 2 = a 


, 4 > ‘ 7 
Oe 
AES. =r — % sae 


’ ue * 


1 = Ale — a2) + Be—m). 


ig = 2 findet man aber 


a) heed, a) ode ree A 


? 
w1 — X2 


1 


(22.) Le © Bin - — 21), oder B= Sere a 


‘Setzt man diese Werte in Gleichung (19.) ein, so er- 


halt man ; 

ue 1 : 1 
ee) (a—a)(t— a) 24 — 2 re tr Be. 

Da die rechte Seite dieser Gleichung der linken 
identisch gleich ist, ergibt sich ohne weiteres, indem man 
die Glieder in der Klammer auf gleichen Nenner bringt. 

Aus Gleichung (23.) folgt dann in Ubereinstimmung 


mit Gleichung (18a.) 


dx | it. 
Bee iin ES (; sh dee 
SB A wy—mJ\xr—2%, L— 2X 
= ob esos 
=> [In(@ — a) — In(w — a2 Cn) re eed 


Il, Fall. — BP—ce<0. 
Setzt man in diesem Falle der Kiirze wegen 
(24.) Ve—@=a, oder b2—c=—a?, 
so wird a eine reelle Gréfe, und man erhilt 
x? + 2bx + ¢ = (x? + 2x + b*) + (ce — b*) = (w + 6 4 a?. 


Dies gibt, wenn man wieder x-+ 6 mit t bezeichnet, 


ies Se ei Bale arcte(—): 
e+tQbe+e J(a+o"%+a? #24 @? 


also 
> lx 1 x+6 
ee se rite | ee | 
C55 [apse pe~ yen 8 =a) 
Es ist noch hervorzuheben, dafi die Gleichungen (18.) 
und (25.) richtig bleiben, gleichviel ob 6? —e positiv oder 


5* 


ow lees ee ore 


Pht «ee Gleichung soll fiir alle Werte von x gelten, : . P 
Bab) 2 | folic gilt sie auch fiir v= oy und fir z=a,. Fur - 


\ 


+ (26, Ae In HGS. # 2 tg agadiey! er) | 
Setzt man namlich. 3 giae 6 e 
so folgt aus Gleichung (26.) ; . aye eae 


negativ ist, die Neate: Seite vor ze} ichu ng a 
eine komplexe Form, wenn Be Cy i 


rechten Seite von Gleichung (25.) wird — 
jimaginér, wenn 0?—c>0 ist. Di Zasammen 

Gleichungen ergibt sich aus D.- by Formel ‘Nr ie 
_ Tabelle néimlich aus | A Nene Si : . BSR 


ne) = Ga 5) nim 
oder 


In as re a (2 oe 1) = Biaote(! \ 


‘Dies gibt, wenn man beide Seiten der Gleichung durch 4 
Qai dividiert und beachtet, da® nach D.-R., Formel Nr.195 
der Tabelle In(—1) den Wert (2% + 1)xi hat, — Lace 


(27.) sain ee oe “) = ais * arcte(2 )- 4 @h +1 (2h is (2h + 1) 


wobei h noch eine beliebige, nodilive oder DeRNese ganze 
Zahl ist. : : a 


Vertauscht man also in der Formel — 
* dx 1 1a 
a— 2 Qa oe ) 


die Gréfle a mit ai, so erhadlt man 


dx x 2h +1 ae 
(28.) fees a = jarcte(= =) +See td) 
Setzt man noch 
a=Ve—}?, also a=iVeo—= Voie ¥ 


und vertauscht « mit 2+, so geht Gleichung (27.) 
liber in 


acta ie ee ab _Oh4 De 
= ———— art, ( Ja 
Ve — 8? EMV ase te 2Ve—Be 
- die Heiden: Wert, welche man in den Gleichungen (18.) und 
z 25) ‘fir Eee gefunden hat, unterscheiden sich also 
mM EE ee nur durch die Konstante 7 as = 
eo ‘ ' é ; ‘ c oan , 
ii. Fall. b8—e= 0, oder cm 0%. 
Hier ‘wird, wenn man wieder x +b mit t bezeichnet, 


4 ie f; de da NO Ee aa. ena OE, t2gt — LEY, ae 
D Jaty tate Jamar Jet Jefe 
a oder é ae e ; 
fe 5 dx tH ow 
; 30. prep tenes ot per tS S 
‘ . : : 2 x 
an ' Bolapislé, | Ae 
dx ‘ihn foe BN Ag 
I. Fall. hexnwa a no “yi a, 
de 1 t+ 2). es: 
Il. Fall. fesesw- = 4 arctg a); ‘y 
pe dx 1 
j Wl, Fall. laxveaw- ere 
| (Pr+Qdz _, oes 


ae Aufgabe 5. BL Mabe 

Auflisung. Ware bei dem Bruche unter dem Integral- 
zeichen der Ziihler dem Differential des Nenners gleich 
oder wenigstens proportional, so kénnte die Integration nach 
Formel Nr. 43 der Tabelle ausgefiihrt werden, némlich nach 
der Formel 


f(a) 

a = In[f(a)). 
In dem vorliegenden Falle ist 
3 f(z) = 2x + 26, 


: Rehab “ite man mit dem. gercbiew Integr ale d 
ae gende Umformung vor. Es ist : ae 


folglich irae 


Pr+Q = (Px +P)+(Q—PD) = poet a +0—F, 


[ee - [yPen + 29 +0 — Soe 
ge+%a+te J. Tg Oba =e | 


ae (22 + 2b)da , Ce 
a) Fate Ws PleT are 

also ¥ Se 
Paice oe a 


Das ene welches auf liek rechten Seite dieser 
Gleichung stehen geblieben ist, findet man nach magn 4 
So ist z. B. fir b?—c>0 


(Pz + Q)dax 
Ora as + 2%e+e - 
Pe be Q—Pb EV 
= — In(w?+ 20 ————— In 
2 eS eNO aps Ce) 
oder, da 2 + x = — 20 und 2 — 2%2= 2Vb? —e ¢ ist, | 
(Px + Q)dx 


(% — 21) (@ — are) 


20+ Peart a), (C3) 


P 
ig RU a a ee 


Aus den bekannten Formeln 
In [(a — a1)(x — 2)] = In(a’— ay) + In — a), 


ange = Ine — 24) — In(w — az) 
ergibt sich daher 
(Px + Q)dx nih 2Q + Pla: + a) : 
(x - < 21) (2 — 2) 25 G ar 2 (ay mA In(w bist 1) ; 
2 Pl 
GE esa ae —m), 


oder 


stay aay | Bee on : 
a Si ee 
re i : =- 5 (ba le Q)|n(@ — 21) — (Px. + ae Dos Bate 


a aa Aes dieses Resultates kann man in folgen- 


: (33.) 


i a ia i 
b Wa 
catenda sgebrochenen rationalen Fank itedin nm 


- 


. der Weise bestitigen. Die beiden Unbekannten A und B 
lassen sich immer so bestimmen, dai identisch 
Pog. 2 id B 


Aa — 2) (a — a) 2£— m1 L— Xe. 


wird, Schafft man namlich in Gleichung (33.) die Nenner 


- fort, indem man beide Seiten mit (a — x) i — 2%) multi- 
Polite! so erhalt man ; 
(34.) Px + Q = A(x — a2) + Blam). 
> Diese Gleichung soll fiir alle Werte von x gelten, 
folglich gilt sie auch fiir x= ay und fir r=a. Fir 
x = 2, findet man aber 
ey hPa ee Osos A a, Say) Oder A ee 
und fir <= 2 
(36.) Pa2+ Q= Blr2—ax), oder B= ete. 
2— 2 
Setzt man diese Werte in Gleichung (83.) ein, so er- 
halt man 
Px+Q 1 Put+tQ Pet, 
LS means 7 epi Bore ene ES Ae cae ae 
(x — 2%) (x — a) Ci ToD. Ly 2 L2 
Daf die rechte Seite dieser Gleichung der linken 
identisch gleich ist, ergibt sich ohne weiteres, indem man 
die beiden Glieder in der Klammer auf gleichen Nenner 
bringt. : 
Aus Gleichung (87.) folgt dann in Ubereinstimmung 
mit Gleichung 32.) 
+ (7P. Px 
(38.) Seraie= a "(Pa + Q)da« Z ah Pa+Q Pmt © Nar 
ee 


x£—2X}) Ae, — 2) L— 2 L— 2X2 


Papen z, Pa + Q)ln(2—x)—(Pa2+ Q)in(a— x2). 


rt — 
Dieses ae tes wird man auch am zweckmifigsten 
bei der Behandlung von Zahlenbeispielen anwenden. 


~~ 


aoe 


ho op 482 ay 
et aoe sie 
he 


Dasselbe Resultat iat man aus Glechung » de 
es ist in diesem Falle De eg oe 
me +8, m= — 4, pes Ce ae 

Spa sioe es Px, + Q= 49, Pr +Q= 35. 


(4x — 5dr Oe Ade de. 
fF San On -[eo tnt fempee ; 


Sa oe 


= . Q1n(e? —Axr ah 20) allied Z 8 srote(22): : 


: 

ur (Gennee _ (Ge+19—19 da Sy ae feat dx - 

SF ®t be 9 (x ae): Chee ay z+3 es : 

= Aln(e + 3) to ae at 3° ay 

Steht unter dem Integralzeichen ein Bruch von der BS 

Form es 

. F(x) his Ne 

N + Qbe te’ ‘ 


wo der Grad von F(x) gleich 2 oder noch griéfer als 2 ist, 

so ist die Funktion eine uwnecht gebrochene rationale Funk- — 

tion. Sie kann durch Ausfiihrung der Division’ auf die 

Form ; 
Px+Q ia 
Aad Mamie BOR Ess Sia 

gebracht werden, wobei g(a) eine ganze rationale Funktion 

ist. Nach dieser Umformung kann die Integration ohne 


weiteres, den vorstehenden Angaben entsprechend, ausge- 
fibrt conlenl 


Beispiel. 
(Se we 
a 8m a ae ee 


— Mat + 212-48 = @— fer-416yae +0) e148, 7 


: Beats ye, 822148 


Dabei wird 
82a — 148 
@—3)@—5). sAgtsts 
322 — 148 = Yes i a. ie 
Dies gibt fir c=3 Re 

;  —52=— 24, also» 4 = 26, Rigo 
MA Hite a | os 
a 12—2B, abo B=6, |, Be 
a Rollich wird .: 
Batre a fer tt 
i = Sa? ote Tx + 261n (w — 8) + 6In(a—5). i% iM 
Bye 4 | 


Die vorhergehenden Aufgaben behandeln nur die ‘ 
einfachsten Fille der Zerlegung in Partialbriiche. In einem 
spateren Abschnitte wird gezeigt werden, wie man jede ge- 
brochene rationale Funktion durch Zerlegung in Partial- 
briche integrieren kann. a 


ee ie oan of 


Auf die Integration von gebrochenen rationalen Funk- 

tionen fiihren haufig die im vorigen Abschnitte behandelten 

_  Substitutionen, wie dort bereits hervorgehoben wurde. Als 
Beispiele mégen die beiden folgenden Aufgaben dienen. . 

% dx 


erg ep FE 
asinz +Hcosx+e 


Aufgabe 6. 


Auflésung. Zunichst wird man hier die in Formel 
Nr. 82 der Tabelle angegebene Substitution benutzen und 


by 


a 


‘sotzen dann erhilt Man. eae ee eee, Us 


‘oder, wenn man die GréBen b; und 4 durch die Gleichunge 
(AL) . a = by(c — 6), btemale—2) Ses eae a 
erklart, Tx 


‘Oat | 


40) aelhie vor etre Fe c ee a1 - — t?) atk ad - #) 


2dt i 
ier cae 


49.) dx Beer tay aon 
ee asing + beosx + « C ~ e— bt? + Qbit + cy 
Fir’ 6,27 —¢,%> 0 erhalt man daher nach Aufgabe + 


 (Formel Nr. 87 der Tabelle) 46 “y 


ay f. da See i in t= VBER —e1\ 
“Jasinz-+bcosa+c e—b 9Vb2—c, V++Vb2—c, 
oe in (Se _) 

Mieke mers t(e—=b) +a+ Veth—e)” 


und fiir b;2— ce, <0 erhalt man nach puteave 4 | (Bormel 


Nr. 89 der Tabelle). 


dx : 9 3 t + by 
(44.) fasinee east e = Peay ) wba a. 


ia t(e — b) +a 
= Vei—a2— bP? —— cee o( = 29) 


Aufgabe 7. f- a = ? zt 

(b? + a)Va? + 2? | = 
Auflésung. Setzt man nach Formel Nr. 85 der Tabelle ~ 
a d aat 


? c= ) 
cost cost. 


+ 
a 
| 


z= atgt, a 


so erhalt man 


hs) [- ee adt.cost 
= (2 ae Geiss cos*t(b? + a*tg*t).a 
$ ; * fix costdt cost dt ~Join d(sint) : 
is ~ J cos’ + asin + a?sin*t b? sie a B?)sin*t ' 
_ oder, wenn man 
Peer aa S . j 5a Se 
(46) i sint = VeLAae =e 
 setzt und die GréBe eh durch die larvente 
p47) =+(@— Pe 
¥ erklast, j 


Bee 1 [dz 
‘iaeeaeoe ae b?) 2 a—b Ppa 


Gilt das obere Zeichen, ist also a? > 6?, so findet man 
_ hieraus nach Formel Nr. 28 der Tabelle 


a. dx 3 1 zZ 

A ENG) DTN ge Ne a RON: a 

3 rg + 22)Vartar ~ ?—B ec arotg (= ) 

g; 

% ose Patna (). 
bVa— Bb bVai+ 2 


j 
: Gilt das untere Zeichen, ist also a? < b?, so erhilt 
man nach tie Nr. 29 a coe 


: c—2 

: 4 ; (b? ar 2 Sai a= “gin e+ ) 

| 1 _in(- ete 20). 
 2VR—a bVai+ 2?+ zVb— a? 


§ 14, 
Integration von einigen transzendenten Funktionen 
durch Zerlegung. 


Anwendung der Moivreschen Formelin. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 93 bis 97.) 


d 
Aufgabe 1. fi Bi ee 


in’x cos’x 


Rodi: 


AS saa ; 

erhilt man . Dehra ule eis akan 
Rony eee. “f(sinte ne costa\da _ 
sintzcostz | sin’a COSs*z.. i ai 


E folglich wird nach Formel Ne. 15 und 16 aor 


7 ag ane ua ys May eieye costa — sin’ ce 
a.) sin2x cosa 5 dasa gr ae : “sin v cosa Ara 
2eos(2x) eM es 
see ee ee Lon 3 * 
ae sinQ2) ce 
p Be ALES hg eats 9 Y x \ 
ay iaiet ss dees cosa. ss 


Auf lésung. Dieses Integral ist "pores dazen Forme 

Nr. 46 der Tabelle berechnet. Damals wurde die Funk 
unter dem Integralzeichen so umgeformt, da der Zak 
des Bruches das Differential des Nenners wurde. Mar 
kann aber die Integration auch durch Zerlegung ausfiihren 
Mit Riicksicht auf die Formeln Nr. 44 und 45 der Tabell 
erhalt man naémlich Ry Ts 
2.) dz _—(eos’w + sin’s ee Sf sana 5. f oe 
sin & cosx% sin x cosx sing cosa 
= In(sinz) — In(cosz) = In(tg a). C 


Aufgabe 3. Seos*tadx = ? 


Auflésung. Bekanntlich ist 
2cos’a = 1+ cos(2z), 


folglich wird — | 
Seos'xdx = Ghai cos(2.x)|da = 4[a+ tsin(22)}. 
Aufgabe 4. Soosadx = ? 


Auflésung. In dem Falle, wo m eine ungerade Lah 


; ist, wendet man am besten Formel Nr. 54 der Tabelle ar 
A tek welcher 


t S (4.) Seos**+1z dx ea Sa — sin’x)”d(sin x) 


wird. Ist aber m eine gerade Zahl, so kann man die Inte 


D.-R., Formel Nr. 190° der Tabelle ist | ss 


ach 
ae, Fi 
v 


A 6) 22"(cosa)" = mth AG Daas Q)ar 


3 vee )2eos(2n — —A)a+-. 40 1) 2cos(22) + a ); 


© inden man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multi- 
3 pliziert und dann ink erhilt man 


ie tae dx = on = sin(2n x) ie (a= on Ty wg Sin(2n — 2)x 


Pc 9 Vee on zsinQ®n— 4)a +. (0 vj )sin@z) +("" ie: 


- Man ‘erkennt, dak Tataae 3 ein besonderer Fall 
- dieser Aufgabe ist. 
4 Beispiel. 
(7.) qin eee = tsin(62) + 3sin(4x) + 15sin(2z) ae 2D a. 
Auch in dem Falle, wo m eine ungerade Zahl ist, 
kommt man mit Hilfe der Moivreschen Formeln zum gies 


wenn auch nicht ganz so leicht wie durch .Gleichung (4). 
Nach D.-R., Formel Nr. 191 der Tabelle ist namlich 


(8) 224+\cosxP"t! = 2cos(2n + l)z + 6 On “ye cos(2n — 1)a 


. eC *)2eos(2n — 3)r+--- +2" 7) )2cos82) 
Qn +1 
n 


a 


Shiner See 
Ww. 


oo 


indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multi- 
pliziert und dann integriert, erhalt man 


)2 COS; 


2 Se Pe ee ge ee 


(9.) 224+1 Icos**t+1¢ dz = sin(2n + 1)zx 


on 
eC" ri > sin(2n — 1)x 
; +("5 -- Ve" 


a (usne athe 3 Sin( @n)+(" + *) 2sing. 


g Sin(2n — 3) + --- 


) mit | Hilfe der Aber becker Formeln saatiihran. ’ a a be 


Beli. 


(10.) 128 cofxdx = zsin(?a)-+ - sina) 1s 


‘Aufgabe Bi S(uueas = 5 
Auflésung. | Bekanntlich ist. 
 Qsin2g = ae — cos(2 Z), 
folglich wird : Ze aoe: 
NL ve 38 of sin’ada = $ ai {1 — Posie = ee — sine). 


“* Aufgabe 6. fsin™xdz = 2 

" : - Auflésung. In dem Falle, wo m eine ungerade Zab) 
ae ist, wendet man am besten Formel Nr. 57 der Tabelle Bt 
ee sect yelpbar of 
me (12.) (ating = — Si. - — cos*x)"d(cos ae je ey 


wird. Ist aber m eine gerade Zahl, so kann man “die Inte- 4 
: gration mit Hilfe der Moivreschen Formeln ausfiihren. ~E 
‘4 . Nach D.-R., Formel Nr. 192 der Tabelle ist 


(18) (— 1)”22" (sina) = 2cos(2n2@) we " 2costan — — Qe 

*G era ee ya, SNE cos(2n) 

a 

indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multi- ‘ 
pliziert und dann integriert, erhalt man 


(14.) (— 1)"2" fsintnede = Sa sin(2n 2) 


2n 
2, (es On Dye 
+2, sin(2n — 4)x —_ i 


/ 


By ee ee a o 1 sina) ; 


acy eae yn") 2. 
Man erkennt, daf Aufgabe 5 ein besonderer Fall 
dieser Aufgabe ist. 


y 4 


7 


2 “as. ) eae 64 jenam = 5in(€2)—Bsin(4a) + 15 sin(2z)— 202. 
Auch in dem Falle, wom eine ungerade Zahl ist, 
kommt man mit Hilfe ae Mowreschen Formeln zum Ziele, 


wenn auch nicht ganz so leicht wie durch Gleichung (12.). 
Nach D.-R., Formel Nr. 193 der Tabelle ist nimlich 


(16) (—1)722"+ sin gPe+) — Qsin(2n + 1)e 
et Ag *)esin@n —l)x 


Ms “ 
= + Hee ") 2sin(@n—3}e—+ 
é me 
¥ | m-tidy\.. 
— 4)n-1f * 
J : + (—1) aes 1 )2sin@a) 
E +(— ae" + *) 2sinz: 
: indem man beide Seiten dieser Gleichung mit dx multi- 


-_ pliziert und dann integriert, erhalt man 


(17.) (— 1ypaee+4faintn eda =— cos(2n + 1)x | 


2 
2n +1 
. +("5 + oe Im 1 CO" = l)x 


—(""; + 2 ;0os(2n — 8)x | oo 


ey oS Ne (nba )5 00882) — fee nen *) 2e08e. 


Beispiel. 
; 2 14 
(18.) 128fsin’xda = 7 cos(7x) — = cos(b2) +14 cos(3x2)—70cosz. 
In ahnlicher Weise kann man auch /sin”xcos"xdzx 
berechnen, wenn man die Hulerschen Formeln 
(19.) Qisina = e*— ¢-*, Acosx = e* + e-* 


anwendet. Es ist z. B. nach den Gleichungen (19.), wenn 
man 


’ 


Q9)°-— 64 /sin’x costa dx = 1sin(6x)+sin(4 


Sah 


aa i 


a 


_--—-—- Erklarung der partiellen Integration. 


IV. Abschnitt. 


Partielle Integration. 


fez § 15. 


(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 98.) 


Sind w und v zwei beliebige Funktionen yon x, welche 
eine Ableitung besitzen, so ist bekanntlich eee D.-R., 
Formel Nr. 29 der Tabelle) 


(1.) d(uv) = vdu + udv, 
oder . \ 

(1a.) udv = d(uv) — vdu, 

oder, wenn man beide Seiten dieser Gleichung integriert, 
(2.) Judy = w — /rdu. 


Mit Hilfe dieser Formel ist die Integration der Diffe- 
rential-Funktion udv zuriickgefiihrt auf die Integration von 
vdu, wobei es durch passende Wahl der Faktoren uw und 


dv hiufig erreicht werden kann, dai /vdu leichter zu er- 
mitteln ist als /udv. 


Wie dieses Verfahren, welches man ,,partielle Inte- 
gration“ nennt*), angewendet wird, mégen die paeaees 
Aufgaben zeigen. 


*) Die hiiufig gebrauchte Bezeichnung ,,tei/weise Integration“ ist 
sprachlich nicht zulassig. 
Kiepert, Integral- Recbnung. 6 


| ‘avtioie qf.) Wie de = = ey : AS i: 
| Auflésung. ‘Seta man , ree Pelee pe se 
Ka fi u= arctga, also. dv = dx, Bae ; 
sO wird . A PRS ue AT anaes Sea 
vs i ‘ dx UNS 2 i : ‘ yn © i o Sho tie ; \ 
(2.) >) f _ AN | du Pah opaee : Woe AY is : Soe 


| adx 
focie. dx = 2. arctg a - = free et Fae 


\ 
folglich erhalt man nach Formel Nr, 30 der Tabelle 
(3.) Ren acess dz = x. arctgx — $1n(1 + ie : 
Aufgabe 2. Jaresina . dx = 2 


« 


Auflésung. Setzt man ‘. ae 
(4, w=aresing, also dv = dz, 
so wird . 
(5.) du SSS = x, : ( 


VieSses 


; ada 
dx = x.arcsinx 


y  farcsina. — je aa 
Ni ee fr / il fas od : E Sy. 


i | 3 
550 folglich. erhalt man nach Formel Nr. 31 der Tabelle > 
Ee 3 (6.) JSaresinx dx = x. aresinz + Vleet is 
si Aufgabe 3. 2s /inz.dx =? : 
g Auflésung. Setzt man a 4 
(7.) u=Ine, also dv = dz, 3 f 
| so wird ? 
ic (8.) du = ie v= 2, 

i J DL 


folglich erhélt man nach Formel Nr. 98 der Tabelle 
Jore.de=2.nz— fo. —2.1n2—far, f 
oder 


(9.) Sinz . dx = x(Inxz — 1). 


tray” “Setat man 
| 0.) ws Inz, also. de = mae, 
pee Bovwitd a ie ; 
a, mc ee x om )? me 
ae Ae un, v= WE i ‘. oS 
a ee erhilt man nach Formel Nr. 98 der Tabelle oe 
™ 2)  forna. soe loll ; 4 ; 
a ga 
m+1 om + asa be 

Fir m = 0 geht diese Aufgabe in sega 3 iiber. 
_ Aufgabe 5. x. e™* dx =? 

Auflésung. Setzt man 
Es ¢ (18.) u=a2, also dvu=e.dz, 

so wird 
yaa) du = dz, v= seme, 


B+ (15.) poe ene em da 


- em*(mx — 1). 


=| 3/8 


Aufgabe 6. Jxsina .dx = ? 
Auflisung. Setzt man 


(16.) u=2z, also dv=sinz.dz, 
so wird 
(17.) du = dz, v = — COs, 


(18.) Jesing.dx = —xcosz + feosx. dx 
= — xcosx + sing. 


Aufgabe 7. Jetcosx.da =? 
6* 


if 


Se. SO) WIPE. tints eat be ice Bee 
te(2Op Sy ee. Bo. = sine, Nees 


- folglich erhalt man mit Riicksicht auf Gleichung (as) 


- Auftsung, ‘Setat x = a : eee 
9 Bee = 2, canes dy = eos. Se : 


(21) t eur owas ene de, . 


et ae 
(22.) SPoose dx = g*sinx - 2ncose - — ~2sinz. 2 a 


Aufgabe 8. (nay be ’ . 

Auflésung. Setzt man en, y ss 
(23) u=(Inzy”, also dv=dz, — Be 
so wird nes Ne ss aa ‘ = 
(24.) du = m(inxy"—} : ee Ree i 


(QE Jdnayr. d= x(n a)" —m fanned ie 


Das gesuchte Integral ist durch diese Gleichung auf 
ein ahnliches zuriickgefiihrt, das aus dem gesuchten her- 
vorgeht, indem man m mit m—1 vertauscht, und das des- _ 


_ halb einfacher ist. Durch wiederholte Anwendung der © 


Gleichung (25.) findet man fiir jeden positiven ganzzahligen 
Wert von m das gesuchte Integral. Ist z.B. m=4, so 
erhalt man ) ’ 


(26) ~ fdnay , da = x(Inx)t — 4 fina? A ee 
(27,) JQna?. da = x(n 2? — 3/(nz). dz, 
(28,) | Jina). da = ana? — 2/inx . da, 
(29.) Jing .dx = alnx — z. 


Indem man Gleichung (27.) mit —4, Gleichung (28.) 
mit + 4.3, Gleichung (29.) mit — 4.3.2 multipliziert und 
sodann die Gleichungen (26.) bis (29.) addiert, erhilt man 


(30.  /(nz)*. da = a[(Inz)t — 4(na) 
+4. 3(na)?—4.3.2dnz) + 4.3.2.1). 


if is 
fa A A Dee 


‘einigen trigonometrischen Poston : 


ae ahnlicher Weise findet. man 


% @i) Sina. dx = a{(Inzy" — min ay?! + wnlin = iyonae* 


xt) — +--+ mm—1).. 8. 2 dng )]. 
Ki Aufgabe 9. Jet.” . da =? 
Auflésung. Setzt man — 
u=a"; also dy = e*.dz, 


(33.) du = mao dx, v= e, 


(34) fet. amd = a. 0%” — mfet. a". da. 


Auch hier ist das gesuchte Integral auf ein ein- 
facheres zuriickgefiihrt, das aus dem gesuchten hervorgeht, 


-indem man m mit m—¥1 vertauscht. Deshalb findet man 


durch das gleiche Verfahren wie bei der vorhergehenden 
Aufgabe : - 
(35.) fer. ada = e*[a™ — ma” + m(m — 1)x"—2 — + 

+» + mm —1)...3.2.”@ 4 ml. 


§ 17. 


Integration von einigen trigonometrischen Funktionen 


durch partielle integration. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 99 bis 118.) 


Aufgabe 1. Jeos’x .dx = ? 
Auflésung. Setzt man 
(1.) ° u=cosz, also dv=cosz.dz, 
so wird 
(2.) du = —sinzx.dz, v= sing, 
(3.) Jeos’a . dx = cosxsina + Jsin2xda. 


Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 
ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man 


aber, daB 
sin’2 = 1 — cos’x 


ist, so geht Gleichung (3.) tiber in 


Seos’x . dx = cosxsinz + fdx —/cos*x . dz. 


- Dies gibt, wenn - man das wei es: 


rechten Seite dieser Gleichung” auf die 
be _ und Sih ganze Gleichung durch 2 dividi 


1 
‘a 


may line dx = pier i cee ae S 
Aufgabe 2. fine. ae aa ?° ae a . : ie 
-Auflésung. Setzt man _ ° SENS a 

(6) = sing, also dv = sing. da, oes 

sO wird ex ; . a : * ie a 

(6.) — du=cosx.dz, v= —cosz, a 

(7.) Jsin’x . dx = — sina cosa + Scosa. dx. 


‘Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 4 
Re ist nicht einfacher als das gesuchte integrah beachtet man 
« aber, daB 


) 


COS*e. = 1 — sin’x 
ist, so geht Gleichung (7.) tiber in | 
ss Jsinta . dx = — sinacosa + /dx —/sin’x . dx. 
Dies gibt, wenn man das zweite Integral auf der 


Q rechten Seite dieser Gleichung auf die linke Seite bringt, 
ee und die ganze Gleichung durch 2 oe 


an 
ae ae Shoes Le 
(8.) fox x. dx = g sina cosx aie 5 


Man erkennt ohne weiteres den Zusammenhang zwi- 
schen den beiden letzten Aufgaben. Die Gleichungen (3.) 
und (7.) stimmen miteinander iiberein, und durch Addition 
der Gleichungen (4.) und (8.) erhalt man 


(9.) Seos’x . da + Ssin2ax . dx = /(cos’x + sin2x)da = Sax =e, 


Auferdem wird auch noch die Lisung der einen Auf- 


a gabe durch die Substitution 
y : se | 


: (10.) z= et 
aa in die Lésung der anderen Aufgabe iibergefiihrt. Man er- 


halt naémlich durch diese Substitution 
Ssivada = — Seos*t dt. 


a gaben; die Aufgaben lassen sith einander paarweise so zu- 


aus der Lésung der anderen durch oe aes dieser Sub- 
‘ stitution ergibt. rtd 


Die Aufgaben t und 2 lassen eine vientigs ven 
allgemeinerung zu, die in den Aufgaben 3 und 5 unter- 
sucht werden soll. 

-Aufgabe 3. Joos™x.da =? — 

3 _ Auflésung. Setzt man 
(11.) i costa, also dy = COs x . dz, 
so’ wird — 
(12.) du = — (m—1)cos”—"zsinadz, v=sinz, 
; (13.) Seos”zx. dx = cos”—!ysinzx+ (m—1) Jcos”’ a sin2a dz. 


_ Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 
. ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man 
f aber, da8 * 


(14.) sin’z = 1—cos’z, also cos”—*xsin?x = cos”—*x — cos”’x 
ist, so erhalt man 
(15.) Seos”x . dx = cos”—zsinz + (m — 1) ) /cos™’—2ar {ae 

— (m — 1) /eos”™x fia; 


dieser Gleichung, welches mit dem gesuchten Integral 
. identisch ist, auf die linke Seite bringt und die ganze 
Gleichung durch m dividiert, 


Lisi 
(16.) foosme da = = cose sing + == oor .dx. 


Fiir m= 2 geht diese Gleichung in Gleichung (4.) iiber. 


Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (16.) 
geht aus dem gesuchten Integral hervor, indem man m 
mit m—2 vertauscht, und wird daher einfacher, wenn 
m =2 ist. Es sei z.B. m= 8, dann wird 


7 
(17.) : foosts dz = Soar sing + 8 cos*a . da, 


a: 


a 
. 


ape: aliches gilt 8 fiir aids hier fash folgenden Auf- * a 


as es da die Lisung der einen Aufgabe sich unmittelbar 


oder, wenn man das zweite Integral auf der rechten Seite | 


we 


forte de ie = Foote sinz ot a ee dx, 


=o Se ,t 


foostz a dt = hate sin x ira ¢ ‘foowte. ar, 


20) fooste. tem heosztine + ae 


Indem man Gleichung (18.) mit et Gleichung a9, mit , 


etn) %.05 
ete Gleichung (20.) mit ws . 


die Gleichungen (17.) bis (20.) addiert, erhillt man ee = 


smbltipliziort: und sodennt a 


5S 
Q21,) cos*a . dx = sin “(5 cos’ ie = gcosta oe = B48 e 4 
7.8. 7.6.3.5 
a | 19.6.4.9°°*) Te 64 oe 
: an In dhniicher Weise findet man 
ee e 22.) cos’x da = sina(7 cos' ta + coset pee “& cosa 
<F 7 7 3 
Recia 
ae 6.4.2 
. pie coir OS 
Bie oes * 795.81 
ae Man wird jedoch in allen Fallen, wo m= 2n +1 eine — 
‘ ungerade Zahl ist, /cos*xda lieber mit Hilfe von Formel 
Sy Nr. 54 der Tabelle, nimlich mit Hilfe der Formel 


Soose*+1¢.da = f(1 — sin®x)*. d(sinz) 


berechnen. Fiir m= 7 findet man dann z.B. 
: (23.) Seos'x es fe Sa — 8sin2z + 3sintax ae sin®z) d(sin x) 
= sinz — sin’g + © sint — : sin’z. 


Man kann die Ubereinstimmung der beiden Resultate 
in Gleichung (22.) und (23.) leicht nachweisen. 

Ist dagegen m eine gerade Zahl und positiv, so ist 
man, wenn man nicht die Moiwreschen Formeln anwenden 
will (vergl. Formel Nr. 94 der Tabelle), auf die in Glei- 
chung (16.) enthaltene Rekursionsformel angewiesen. Dabei 
findet man ahnlich wie in Gleichung (21.) 


eco © a = ag oo 


cosa da = to ae _ ee . 
ir (2n — 1)(2n — 3) 
© Qn. (Qn —2)(2Qn — fs 
ee (2n — 1)(2n — 8) as 

| Qn (2n — 2)(2n —A).. o 2 
fe (Qn — 1)(Qn — 8).:.5.3.1 

2n(2n — 2) (2n —4y.. 
Die Richtigkeit dieser Formel kann man mit Riick- 


Sih +... 
cos Ce ‘ 


hae 


- sicht auf Gleichung (16.) durch den Schlu8 von n auf n+1 
‘beweisen. 


dx 


pei ee ORE 
cos*x 


Aufgabe 4. 


Auflésung. Die Gleichung (16.) bleibt auch dann noch. 
richtig, wenn m eine von —1 verschiedene negative eh 


ist. Setzt man z. B. 
m = —(n— 2)= —n + 2, 


also | 
m—1=—n+1=—=—(n—1), m—2=—n, 
so geht die Gleichung (16.) iiber in 
de Ts: ~ sing —(n—1) f dz 
(25,) hows WE Om 2)cos*—1 x yoo (n — 2) J cos*x 


In diesem Falle ist aber das Integral auf der lenken 
Seite der Gleichung einfacher als das auf der rechten Seite. 
Deshalb bringt man die Gleichung (25.) auf die Form 


n—1 [{ dx sin x eG [Pax 

—_—_—_—— ————_—_—>= FSS oOo Ee Te | 

n—2/)costx  (n— 2)cos*—az cos"*—*a, 
oder 


dx sinx n—2 dx 
a bee ae 1) cos*—1z Hi Merl: lee 


Es ist z. B. 
“dx sinx 3 (dx 
fe 


aie costa ~ Acosta * 4 Jcosta’ 


dx sinz 1 dx 
ig, Keo Deosta + 2 lees 


und mit Riicksicht auf Formel Nr. 48 der Tabelle: 


‘ ia wenn man Gleichung (8) ca - he - (29, mit 


4.2 


(31.) 


Jcosa ay ; (27 boc s 2 eg 


sro multipliziert und die Ohta ue bis ae addie : 


an. sinx 8sing a 
C8 cos’x  4.cos*x + 4. Qeostz c i! Bee G 2 
phe n= 4 erhalt man ; 3 
sing dz sing aoe ne . Bay. 
a ~ 3 costa +5 costa ~ Bcos'a a 3 tga. & : . 


Man wird aber, wenn n eine gerade Zahl ist, zur Be- 


rechnung von [S& zweckmiiiger die Formel Nr. 61 der 3 


Ss” 
Tabelle anwenden, nach welcher : ‘ A 
Rasy nas : 
2) isgmg — | + tee dig) og 


wird. In dem vorliegenden Falle ist z. B. 


(83.) | Ae = fil + En = tear fe tg°a, 


costa : 
ein Resultat, das mit dem in Gleichung (31.) tibereinstimmt. — 


Aufgabe 5. Ssin”a .da =? 

Auflésung. Durch die Substitution 

Se 
| ely - 
kann diese Aufgabe, wie schon erwahnt, auf die Aufgabe 3 _ 
zurickgeftihrt werden; hier mége jedoch, davon unab- — 
hangig, die partielle Integration angewendet werden. Setzt 
man ; 


(84.) u=sin™—1y, also dv =sing.dz, 

so wird 

(35.) du = (m — 1)sin”—x cuswdx, v = —cosz, 

(86.) /sin™x .dx = —sin”—zcosa + (m—1 ) /sin” x cos*a dz. 


Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung | 


ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man 
aber, da8 


3 


} = so. pee PR a. 2 iiber in 
gs ss aa = — sin”—!zcosx + (m — -1) fale: dx 
WE ae ae ie (n= 1) fainee. dz. . 


Dies sibt, ‘wenn man das zweite Integral auf der 
_ rechten Seite, welches mit dem gesuchten Integral identisch 
ist, auf die linke Seite oe und die ganze Gleichung 
® sarcky m dividiert, 


eet 
sin”—2z, dx. 


(88.) fsintx. dx = ae sin”—lzcosx A ih 


Fiir m = 2 geht diese Gleichung in Gleichung (8.) iiber. 


> as > 
ee 


Das Integral auf der rechten Seite von Gleichung (88.) 
geht aus dem gesuchten hervor, indem man m mit m — 2 
__-vertauscht, und wird daher einfacher fiir m= 2. Es sei 
4 z. B. m = 8, dann erhalt man 
‘4 ; " 

. (39.) feinte .dz = — sin’zcosxz.+ Z sin®z . dx, 


(40.) fointe. dz = — sina cosa + sintz . dx, 
, (41.) fiinte deg = — i sin’s cosxz + : sir’x . dz, 


(42.) inte dx = — 5 sinacoss a x 
Dies gibt ahnlich wie bei _/cos*s . dx 


(43.) fsin®x.dxa = — cosn(g sin’x + 3 gsin’s + - 


7.5.3 


+3604. sina) 4188.2 


In tihnlicher Weise findet man cg m=7 


4 . 
(44.) p fasts dz = — cosar(= sin’s + —— +3 5 ——— sin*7 fe 7 ap gsints 


6.4.2 
(aE 


‘ 
} 
J 


Le. 


| N. r.57 der Tabelle, ae mts “Hilfe ee call 


SJsin?™ He. dx = — fi a cos?x)"d (cosa) 
berechnen. Pir m=7 findet man dann 7 Aa) 2 Nay 
(45.) Jsiniv. de = At — B08? Boost — costa) d (cost 


= — cosx + co — 2 costa = re 


Ist dagegen m eine gerade Zahl, und will man nic 
die Moivreschen Formeln anwenden speed. Formel Nr. 9 
der Tabelle), so ist man auf die in Gleichung (38) ent-— 
haltene Rekursionsformel angewiesen. Dabei findet man 
ahnlich wie in Gleichung (43.) os a 


; to nA: zh a 
2n poe EER SOS Be 2n—k InN2Zz—o 
(46.) fsin as cos.r| 5 sin ee ME In(2n — 2) sin*” a 


Qn —1)Qn — 3) 
2n(2n — 2) (20 — 4) 
i Qn 1s 8). ble 


4 
: 
F. 
e 
: 


T OnOn — 2 On—4...4.9 a | 

Qa —1)Qn—23) e.3.1 | 

On(Qn —2) Qn —4)...4.97° 

Aufgabe 6. fe 2 | a 
sin”2 : 


Auflésung. Auch Gleichung (88. ) bleibt noch richtig, 
wenn m eine von — 1 yoseeetoc negative Zahl ist. Setzt 
man daher wieder 


mee te ed) Ge ; i 
also j 
m—1l=—n+1=—(n—1)) m—2=>—n, 
so geht Gleichung (88.) tiber in 
(47.) fs wa Sigehg Erutccucue SAtwieu No wg! LC 
J CIN erre —(n- — 2) sint—ty b (n — 2) sin”x 


Daraus folgt in aihnlicher Weise wie vorhin 


6 fe eS fers : 
Ss ; 


J sin”x (n — l)sin’— Iz T n — 1 J sin 


oy pee = Se] pe e “ 
nine 3 Bante 5 4 Faas 


fy ly RE ie Mester Ae dar. 
sin’x site sintx | 2 J sinz 


a und mit Riicksicht auf Hortal Nr. 47 der Tabelle 


Pais = fi oe an [t#(3)) 


also” 


Be dx cosa 8cosa - 3.1 x 
; 52. sin’ ~~ dsin’s 4. Qsin% * 4.2" = * 
; { ~ sin'e * Asintfy 4.2%sin2x le 6) 


Ist n eine gerade Zahl, so wird. 


7 Zweckmabiger 


durch die Formel Nr. 64 der Tabelle, PE durch die 


> Formel 


d ma: 
= =— fa + etg’xy—! . d(ctg x) 


ermittelt. Es ist z. B. 


/ 


(53.) fies =— fa + etg*x)dctgx) = — ctgx — 2 ctg?a. 


in*a 
Aufgabe 7. Jsin”xcos"xdx = ? 
Auflésung. Ist eine uwngerade Zahl, so findet man 


die einfachste Lésung der Aufgabe mit Hilfe von Formel, 


Nr. 55 der Tabelle; und ist m eine ungerade Zahl, so kann 


man Formel Nr. 58 der Tabelle mit gutem Erfolge an- 


wenden. Sind aber m und n beide gerade Zahlen, so wird 
man in den meisten Fallen durch Anwendung einer der 
beiden Formeln 

cos’z = 1—sin’x und sin’ = 1— cos’x 
auf die durch die vorhergehenden Aufgaben erledigten Fille 


‘kommen. Handelt es sich z. B. um /cos*vsin‘xdx, so wird 


man setzen 
JScos*z sintxdx = /cos*x(1 — 2cos’x + costz)dz 4 
= fcos*xdz — 2 /eos*xdzx + fcos"xda. 
Diese Integrale kann man aber mif* Hilfe der Formel 
Nr. 101 der Tabelle berechnen. 


a = Se —3 Tee 2 3 ee : c 
aad benutzt dann Formel Nr. we oa Tabelle zur Bere 
nung dieser Integrale. x hal Mare ap tee 

Man kann aber auch den fapouentsnt ides einen. Fak 
der Differential-Funktion durch partielle Integration schri 
weise verkleinern und dadurch den Faktor ages 


Setzt man namlich © cet ra 
Kor 3 ees u=sin”™ 2, dv= cosa sin ada, ott eam 
und deshalb ~ ines fs tet etn 

cos*t+1y : 


(65.) du = (m— 1)sin"—x cosrdx, v= — PSIG 
so erhalt man CTE? 
sin” —1g cos*+1z ei om 
4+ ee Ps wt font costa da, 

DaB sich hierbei der Exponent von cosx um 2 ‘tinhetlan 
erhéht, kann unter Umstinden sogar vorteilhaft sein. Ist 
némlich m positiv und n negativ, so ist diese Formel sehr 


(66) sin”zx cos*xdxz = — 


brauchbar. Ist z. B. } / 
1 ==) —— 10's 
so geht Gleichung (56.) iiber in 
‘sin”*x ~sin”—ly m—1 /sin”™—2z 
f ae (m+ 1)cos”—z PEt m+1 f- cos” —2y, am 
oder 


(57.) iy te"a da = Ba. tg" — ter tarde. 


Ist aber n gleichfalls positiv, so benutze man die Be- 
ziehungen 
cos’z = 1 — sin2z, 
sin” cos*+2a = sin”—z cos" — sin”x cos"a. 
Dadurch geht Gleichung (56.) iiber in 


x \ s sin”—1 m+ pate 

ui sin”xcos"*xdx = — manat do e 4 i ds ly. m—2 no d 
sin XLCOS"*LAX 
are n + 1 n+1 

_ m—l1 


— ———— Jsin”zx cos"xdz. 
n+1 J , 


i, ee > te 


- 


nm EI 
pmol 


[sin 239 cos*adz. 


S. 


sin” '@ costa 


m+n 


1 a 
+ RAL ge lsin™—2- cos"adx. 


Durch diese Formel kann man den’ Exponenten von 
sing reduzieren. Einen besonderen Fall dieser Formel er- 


halt man fiir n = 0, dann geht namlich Gleichung (58.) in 


Glejchung (38.) iiber. 


Vertauscht man in Giikene (58.) m mit —m- 2, 


also m—1 mit —m-+1 und m—2 mit —™m, so erhalt man 


cos"a dx Ne cos* tig, ; m—1 cos"x dx 
f sin’—a ss (mn —m+2)sin”—'z2 n—m+2) sin%z 
oder ae ne 

cos"ada _ Cost Tee n—m+2 [(cos*xdx 
me eo (m—l)sin"—1z sm —1 =f sin”—2y,_ 


Einen besonderen Fall dieser Formel erhalt man wieder 
fir n=0, dann geht nimlich Gleichung (59.), wenn man 
m mit n vertauscht, in Gleichung (48.) tiber. 


In a&hnlicher Weise kann man den Exponenten von 
cosx reduzieren. Setzt man namlich 


(60.) u=cos*—z, dv =sin”xcoszdz, 

also 
intl 

(61.) du = —(n — 1)cos*~xsinzdz, v= ee 

so wird 


in mtl n—1 
(62.) fsin”'x cos"@ dz = Pe et 


m-+1 


n—l1 
fs sin”+2z cos" dz. 


Ei m-+1 
Ist n positiv und m negativ, so ist diese Formel sehr 
brauchbar; ist z. B. 


eer 
fet 


ae aber m gleichfalls positiy, so ‘penutze man 


ziehungen s ‘ Reratey capes! ot 


! Fen oe satel ype BSS et) SR cet Wi 


‘ sin”+2a cos*—2a = sin”a cos” —2z - oat sine cost. as a: 


Dadurch geht Gleichung (62) tiber in i, 


) aus coer ries © * 

sin” x cos"xadx2 = ——___—____—._ + sin”'2 cos a dx if 

: m+1 m+ lf ee 

n—1 ra 

; ee a  fsina costed, FS 

' Ff m -- iS ee, ¥ 

oder pus. i a 
$ ogy 1 Ale ee 

m sin’4* ta cos? 7 a 

ao sin rooste = mk 

m+ med : 
—— fsin”x doe ae dz; 7a 

m+ 1 hae 

daraus folgt 4 
SO tls eran cbs y 

sin”+1y cos" la a 


(64.) Jsin”xcos"x da = — 


m “3 n 
: seas re aNe sin™peas” Sade ; | | 
Durch diese Formel kann man den Exponenten von 
cosx reduzieren. LKinen besonderen Fall dieser Formel er- 
halt man fiir m=O, dann geht nadmlich Gleichung (64), 
wenn man » mit m vertauscht, in Gleichung (16.) iiber. . 
Vertauscht man in Gleichung (64.) n mit —n + 2,8 
also n—1 mit —n+1, »—2 mit —~n, so erhalt man : 
sin”ada Sint , —nt+i) ‘sin”a da 
f cos™—=2 — (m — n + 2)cos* a2 ' m—n+2 | cos”a 
oder A 
(65.) sin”xda sin” thy HT ie =f sin” dae 
cos”x (n — 1)cos*—1x n—1 cos*—2z 


Einen besonderen Fall dieser Formel enthalt bereits 
Gleichung (26.). ‘ , 


- at 


ty 
4 


gure, 4 a = = ao 


a ion von cinigen trigonometrischen Funktionen, 7 


; Die leeeuicktoton. Formeln bleiben richtig, ate: 
‘ ob die eaten m n und n gerade oder eae sind. 


i 
& 


2 


= Was in den -vorstehendea Pe aha fiir die trigono- 
metrischen Funktionen sinz, cosx, tga, etgx gezeigt wor- 
den ist, kann in entsprechender Weise auch fiir die hyper- 


4 bolischen’ Funktionen Ginx, Gojx, Igx, Ctqx ausgefihrt Re ee 
werden; um Raum zu sparen, sollen hier nur die Resultate = % & ae 
Sd Beco shen werden. Es ist oa 
3 (66) fore a 1 Gojm—ty Ginx + dig vae” Coj" a . dx, Shee 

(67.) [einne ae : ee [eine 7 ae} x 
F +. m m ¢ ‘ % 
. (68.) frorz ac = — ao fg" a + fare Ag, ; 

(69.) [ota az = — * = 1 Stq7—la + |Stgn—ae. dz. a 


~ 


Aufgabe 8. Jee cos(bu)da = ? 
Auflisung. Setzt man 


(70.) i dv = cos(ba)dz, 
also ; 
(71.) du'= ae**dz, - v= y sun(bz); 


so erhalt man 


(72.)  Je*cos(bx)dx = . e#*sin(bx) — > See (bx)dx. 


eee eee, age, ke Ore 


b 
Setzt man 1 dagegen 
»- (73.) Ua oF, dv = sin(ba)dz, 
also 
“ (74.) du=ae*dz, v=— 7 cos(ba), 


so erhalt man 
(75.) ersinbayae =— ; e#* cos(bx) + ; / e% cos (ba)dax. 


Kiepert, Integral - Rechnung. 7 


4 | , 


2 
woes dividiert, : MESA 


Dies bt wenn man Giciohnig (75) mit — 
pliziert, zu Gleichung (72.) addiert und das Resultat du 


b? = a ae 
acos(bx) + bsin(bx) = 
(16) ferrconbayte — er Sates 


‘ Multipliziert man dagegen Gleichung ( (72.) mit, a addiert 


b? 
dann Gleichung (75.) und dividiert durch | ass 1 SO erbailt 4 


man 


(77) ferssin (bac)dec ers 


asin(ba) — bean. ae vs 
Noch einfacher findet man diese Gleichungen (76.) und . 
(77.) durch Anwendung der Formeln 
“2cos(bx) = e7 + gem” Q¢sin(ba@) == — eon 3 
wobei allerdings die Differential - Hae eine komplexe 

Form erhiit. 
§ 18. [a3 
Integration von einigen irrationalen Funktionen 
durch partielle Integration. 7 

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 119 bis 131a.) 

eae oe . | 
Aufgabe 1. as t 
Auflisung. Die Aufgabe ist mit Aufgabe 5 im vor-— 
hergehenden Paragraphen nahe verwandt, denn setzt man — 
nach Formel Nr. 84 der Tabelle : 
a=asint, also dx =acostdt, Va?—a*—=acost, 


so wird 

x@dx a” sin”t . acostdt : 

ee = a” fsin”tdt . 
Va2—2 acost 2 


Die folgenden Umformungen entsprechen deshalb 
Zeile fiir Zeile denen in jener Aufgabe. Hier setzt man 
3 xdx 


1b q ——4 — = 
(1.) u=2x2"-1, also dv Vai 


dann wird nach Formel Nr. 31 der Tabelle 


mh 


a von einigen. irrationslen 1 ‘u nktionen, 9 
il ih Dr ade mV PE ig 

te ea 

Pepa: Tare == or Va ange LE (m—1) a peers 

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 


ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man 
aber, daf ‘ 


Vee = ae Vea ‘leo daB am—2V a? — a? ate eS 
i 3 LY a as Vae—2 ee 
p ist, so ‘eek Gleichung (3.) tiber in a 
 _( dz wos | arg? — gn) 
2 aa 
Dies gibt . 
-, a"dx o {um —*da 
. liga” ; i ee Vie die Wane ' 
4 " amda 
4 : (m—1) 
Das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Glei- 
_ chung ist mit dem gesuchten Integral identisch. Bringt 
’ man dasselbe auf die linke Seite und dividiert die ganze 
Gleichung durch m, so findet man 
Ce ACR oa 2 (m — l)a® (x™—*da__ 
| OT tps naa bea 0 rere Vaaa 
In dieser Forme] geht das Integral auf der rechten 
Seite der Gleichung aus dem gesuchten Integral hervor, 
indem man m mit,m— 2 vertauscht. Es ist daher, wenn 
die ganze Zahl m=2 ist, einfacher als das gesuchte 
Integral. 
Fiir m = 6 erhilt man Z. B. 
x*dx xP 5a? Hatt 


Be yeca 6) yams 
; de | ~ Bara = —- 
(6.) Vai ai aoe 2 ya x? + — Vea — 


a*dz oe a bah Jeg 


Vee 
und mit Riticksicht auf Formel Nr. 34 der Tabelle 
1* 


eee Soe 


Cn se do? =a Th 
i rer Pe ae ee 


5. Bat ee 


mit 


S74? ‘Gleichahg @) Ti eee ear ee ‘sultiplinienk und 
die Gleichungen (5.) ) bis (8) addiert, erhalt man 
‘ C xda - (0° bate? 5. HL 
9. ee ores Vae—ax? Deak x ee ated 


In ahnlicher Weise findet man fiir m = 7 ar Riick- | 
sicht auf Formel Nr. 31 der Tabelle 


aide {ye=a(z Gata  6.4ata? 6.4.20) 


7° 7.6) BBs ea 


Man wird aber die in Gleichung (4.) enthaltene Re- 


kursionsformel nur anwenden, wenn m eine gerade Zahl ist. 


' Fir ungerades m, also fir m= me +1 fihrt die Sub- 


stitution 
11.) — Var—ozr=t 


schneller zum Ziele. Es wird dann namlich 


a—_—e= go agt—t?, ade = —tdt, 
also ; 

ae ; eo — ttt | , 
dy: RE ee 


grieren hat. Ks ist z. B. 


d 
wide ___ [as — Batt? + Ba — tat 


Vai—2x ; ‘ 
2D. ee 
i3 6f PON Besa Sal | 
(a a 7t) 


3 


=— t(a° — att? + pot —=t); 


so daf' man nur eine ganze rationale Funktion zu inte- — 


oder, wenn man fiir ¢ den Wert aus Gleichung (11.) ein- 


setzt, 


; : — oa a 
on ft Va =o Bate 
a. oe ie Aa ia rer aes 


; Das in Gleichung (9.) enthaltene Resultat kann man 
- sogleich potas ReniCsayny Setzt man némlich 


753 


6.4.2a% 


‘ : te -1 C 1.3 - 1. 3. 5 ee 
PO eg? a aire SLD 
2 allgemein » ; 
14) ee A Qn—1) aah, (2n—V n+) 
ey og con) O46, -Qnj@n +2 ’ 
po wird #5 
OE as: paar a eat 8 aol” as oo 
ee ed 6 = eon eS 
Setzt ‘man ferner . 
alley 5 = cit, 
x Bate | 2/2? | wa | 
4a) =F 4+ FH AG+S + G2) 


5a’a® = 8. 5atx tg E ax? ad 


Cia wt 6 12.4.6 0 


£ > 
er aaa 
(16) @,(2) = a eT 
a toto . ra 


wnt! (Qn + 1)aatn— 


(17) Gnil@) = 93g + anes HE 2) 


(Qn —1)(2n + 1)ata?”—* gies ..(2n —1)Qn + 1)a?"a 
~ (2n — 2)(2n)(2n + 2) 2. = -(2n — 2)2n(2n + 2) 
Casi f antl aa (Qn —1)ata?n—8 
=} oe E +1 + 2n (Qn — 2)2n 
3.5... (20 —1)a"x) 
Tey fg oe oon 


.. (2n — 1)a**—* 


. (2n — 2)2n 


102 § 18 Integration von einig 


so wird = BS oo 


08). Gyaila) = SH Set eeu) 


Nach Hinfiihrung dieser Bezeichnungen erhalt man 

(19.) oa gS =n. amaresin(~ *)— Ve— a Fala) : 
a? — ; peg 
. Die eae dieser Formel cee man durch. den. a 
SchluB von n auf n-+1 beweisen. Es ist namlich nach © a 
Gleichung (4.) fir m = 2n +2 = aac - oa 


2" +2 gant aa (2n + 1)a? / ora Pe 
Via tn" + oe eo yao 


oder, wenn man voraussetzt, daB Gleichung (19.) richtig iste 
2 +2 Qn+1 2 zs : : 
faint dx Soaks Vai—a + Oe Oe ona aresin( =) 2 


JVe—x 2n +2 2n + 2 
+n Daas 
“Spe VO—#. Gale) 
folglich ist mit Riicksicht auf die Gleichungen (15.) und (18.) 


“y2n+2q Pe a aE 
v x . {& 
== = Cnt @+arcsin(™) — Vat—x?. Gnii(2). 
= 


a= 
Ist also die Gleichung (19.) richtig, so bleibt sie auch 

richtig, wenn man n mit n+1 vertauscht. Aus den Glei- 
eS chungen (5.) bis (9.) erkennt man, daf die Gleichung (19.) 
€ fir nm =1, 2 und 8 richtig ist, folglich bleibt sie auch 
" richtig fir n= 4, 5, 6,..., d. h. fiir alle ganzzahligen, — 
=. positiven Werte von n. 


Aufgabe 2,00 /adaVa?—a? =? 


(20.) 


: . Auflésung. Es ist 

(21.) gringo =a ae 

. folglich wird foe 

c (22.) | mda ea — gf wae fede | 
F Ve—2 JV¥ei—x 


Nun erhalt man aus Gleichung (4.) durch Vertauschung 
% von m mit m+ 2 


Silas i SD (mt Aye? ae 
Vee eh +2 | San 22 Vaux 


" Subtrahiert man diese Gleichung von der vorigen, so 
- ergibt sich 


(24,) ) ff ondcV @— x = oa 


> 
* + y 


& a x” dx 

F m+2 Va Ve—2 
Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung 
kann man dann weiter durch die in Gleichung (4.) ent- 
 haltene Rekursionsformel reduzieren. Man findet z. B. fiir 
4 m=O mit Riicksicht auf Pere Nr. fe der Tabelle * 


p @5) fee Vi—m —* Va—e +% aresin(2), 
© und farm —1 mit Riickéicht aut Formel Nr. 31 der Tabelle 


. Boe Me eed FS ty Se 
— (26:) eae P—# = 7 VO—o = Vee 


= = (a? — 2°) Va?—2?. 


Auch hier wird in dem Falle, wo der Exponent m 
eine wngerade Zahl ist, die Substitution 


Ve—2=t, w=a—??, xdx = —tdt 
schneller zum Ziele fiihren. So ist z. B. 
-: ‘x : 3 
:- . fraxVe—a = — dt = — as 


. woraus sich wieder das in Gleichung (26.) gefundene Re- 
sultat ergibt. 


eae, 
; Aufgabe 3. ip dz _» 
3 


aVae — 7 


Auflésung. Gleichung (4.) bleibt auch dann noch 


richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man z. B. 
also 
m—1——n+1=—(n—1), m—2=~+—n, 


80 geht Gleichung (4.) tiber in 


ar—2Var—ae (n—2)er4 ; ae / . 
In dieser Gleichung ist das Integral auf der linken — 
Seite einfacher als das auf der rechten. Deshalb yavtaadee 
man beide Seiten der Sleighnne und findet durch Multi- e 


plikation mit dem JO583 


2.9 

te ae 
PcG ee Va—a2 nae ey, oo) oa 
JSanVa—x2  (n—l)aar © (n—1)e?) gn 2g? 
Es ist z. B. fir = 2 in Ubereinstimmung mit Formel © 

Nr. 38.der Tabelle 
. ee 
gay, a 

Wee? 


2Vae—z a’x 

ae dx 
Auf dieses Integral kann man ln. 
= mV a* > x 
wiederholte Anwendung der gefundenen Rekursionsformel 
immer zurtickfiihren. Dagegen gelangt man fir ungerade 


27.) 


durch — 


Werte von n zu lass auf welches die in Gleichung 
2Var— 2x? 


(27.) enthaltene Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die | 
rechte Seite die Form co—oco annimmt. Man erhalt aber 
nach Formel Nr. 37. der. Tabelle 


(29.) == —teeoj(2)=— Ane ae) 


—— 
- Aufgabe 4. aa =? 
Ve+a 
Auflisung. Man kann das gesuchte Integral nach Formel 
Nr. 85a der Tabelle leicht auf /Ginw . du zuriickfiihren, in- 
dem man 


x= aSinu 
setzt; denn dann wird 
dx = aSoju.du, Va?+a2 = aGoju, 
also 


~ gmda oN 
= a" [Sinn . du. 
Var+a? 


- Unat Ghani: davon kann man die Aatgabe in eligen 1 
er Weise lésen. Setat man 


% nde 
u=2"-1, also dy=—™2"_, 
; s- i Va?+2 
; aL) | du = (m — Lyr2de, v= Va?+2?, 5 ; Ey 
xd: 3 
025, u fseam - at ay (n= 1yfomtacVer+ ae. a 


_ Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung wy 
ist nicht einfacher als das gesuchte Integral; beachtet man Aar 


=| ‘aber, dah >e 
2 je 
a ead 


Var+ 2 
ist, so geht tee (32.) iiber in 


} 

m—2 _ 

3) | adn Se pe rie ange 1a? dx : i 
. 5 E 


Va + oa \ tt 


Vere Vite ; 
amd He 
Ve+a 
Bringt man das zweite Integral auf der rechten Seite 
dieser Gleichung, da es mit dem gesuchten identisch ist, 
auf die linke Seite und dividiert die ganze Gleichung’ durch 
_ m, so erhalt man 
, We Oe ae A 1)a® fx" "da 
ire gaara a 


Es ist z. B. fir m= 6 t. 


SAE 


SIE EE Fr ate a (eB 

(35.) Vaca g Vete—— ae 
ee reat Ofte 

(36, (pet Veta ver 


_— 


adx _ fy 5 oa dx 
ay lyre} POLE A yace 


und mit Riicksicht auf Formel Nr. 35 der Tabelle 
24 92 
(38.) las i Bea =) =In & +Va ory, 


“106 918. Integra 


Dies gibt : = ws . 
adx Vere oe 5. Bats eS. 
(39) re ea = (0 - ee Ry eee ae 
Be Bares an ate 
: ; She es i 

See In shnlicher Weise se man Rann 
oe . GAL == _. BaPatt 6.4a4x? 6. as 2a8\ 
(40) [———== Ve 2(~ = 
e.° Verte he he Oe ea S758, 
a . man wird aber, wenn m eine ungerade Zahl ist, ‘schneller 
Re -zam Ziele kommen, indem man die Substitution _ z 
= VFie St. =e — at et 3 


\f 


ee nem eee 


, ¥ Rete 
YAS by pee Pee 


. Vat a 
anwendet. So findet man z. B = 
(41.) les Vaiss wees = frat = fie — Bait + Batt? — ae 


7 el 
~f ME oe act. 


oe 


i 


las 


Die vorstehenden Formeln Blethen simtlich noch 
richtig, wenn man +a? mit —a? vertauscht. -Dadurch 
findet man z. B. aus Gleichung (84.) 


xd gent (m — 1a? mde . a 
2. = Vx?— a? : 
7) Vx2—a m # = + m Vea 
und aus den Gleichungen (37.) und (38.) 
xda pe RB a ee 

43.) [—— _ = = V2? — a + —In( —— 
(43.) a ee Se Vx22—a' + 9 In - ) 

SD ers io ) 
5 Vxe2—a? + 5 Ur Gof - 

*) Durch Vertauschung von + a2 mit — a? geht allerdings 
w+ Vat+ x2 
In a ae ) 


= In@ + Va? + a) — Ina 
iiber in . 
In@ + Va? — a?) — \n(a V—1) = (ee) —+In(V—=J1)- 


Hierbei darf aber die Integrations-Konstante — In (V— 1) fort- 
gelassen werden. 


Se re a 
: " trickfahiren indem man 


3 ee oe = a Gof 
a setat; denn dann wird 


dx = aGSinw. du, Ven = aGinu, 


Fr Re xd. | 
Shs fee a” [Coyru . du. 


v?—a* ~ 


‘ : also 


| Aufgabe 5. Sunde VOLE aeer 
-  Auflésung, Es ist 
es 7 sien inr aa” + emt2 


p44) a” Vai +a? = a 
: i Va? + a? 
-folglich wird 


E ‘am wm +2 
ge - (45:) _ feacvere = fy USeetilMlase rite 


Ve+e2 JVe+x2 

Nun erhalt man aus Gleichung (34.) durch Vertauschung 
von m mit m+ 2 . 

‘gntide, gmtl (m+ 1a? ie 
46. a = ——-—~ Vg? + gp? — + 
late. moe mel aa 

Addiert man diese Gleichung zu der vorigen, so er- 
gibt sich ‘ 


ada 
me 2) Va? + 2 
Das Integral auf dar — Seite dieser Gleichung 
kann man dann weiter durch die in Gleichung (34.) ent- 
haltene Rekursionsformel reduzieren. Man findet z. B. fiir 
m= 0 mit Riicksicht auf Formel Nr. 35 der Tabelle 


fh 2D Ged 2 OES, 
48) facVapa—2 Vato 4 on(2t Ver), 
und fiir m1 mit Riicksicht auf Formel Nr. 32 der Tabelle 


(47.) famdxVa? +2? = 


(49) [rdcV fe = 2 Vote + Ve pea Hepa V ae. 


Auch hier wird man in dem Falle, wo der Exponent 
m eine ungerade Zahl ist, besser die Substitution 


=, leicht auf SJiopru. du 


108 ¢§ 18: Integration von einigen sir 
ee 
pease ra PRN Ss 


Durch Vertauschung von + a?- mit — a gehen 
Gleichungen (47. ) bis A) iiber in ie ; 
Ve— 


(50.) ; aoe a oe m+ ee ; nF 9 ae - 

| . ao *) oe 

* : : ; a ab eee Ap x +t oe) )- pe 
on fievetma Eye —Gn(SEVE SS)? 
‘ 62) [adxVe—a — bee —aVP— a. e 
dx . ; ~ 

Aufgabe 6. fr = Vita e 


~ Auflésung. Gleichung” A8A.) bleibt auch dann noch ” 
we richtig, wenn m eine negative Zahl ist. Setzt man Z. B... 
ae m= — (n—2)=—n+2, 
also é . 


m— Len bm (1) m—2—=—n, 
so geht Gleichung (34.) iiber in 25 Sa 
dx V art x? (n—1)a? dx 
(63.) [ae = — 
ea Va2+ x? (n —2)a” n — 2 
Vertauscht man beide Seiten dieser Gleichung mit- 
n—2 


einander und multipliziert sie mit dem Faktor — la po 


so erhalt man 


omy f dG a Var+a? <a 8 ax 

"J arVeLe (n—l)aPar (mn —1)a?} gn—2 Vg + a? 
Ks ist z. B. fir m = 2 in Ubereinstimmung mit Formel 

Nr. 40 der Tabelle 


55.) | dx Varta? 


Auf dieses Integral kann fan durch wieder- 
<3 am a? a2 
holte Anwendung der in Gleichung (54.) enthaltenen Rekur- 


*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 106. 


x Eaafosel” immer = eas werden. yee: ge- 
gre man in dem Falle, wo n eine wngerade Zahl ist, ZU 


q ‘pee 2 
a Formel nicht mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite 
die Form —oo-+toco annimmt. Ian erhalt aber nach 


_Formel Nr. 39 der Tabelle 


66.) 06) [a7are 5——jarein(S)— en (Sere 


: Cae man -+ a? mit —a?, so gehen die Glei- 
: chungen (54.) und (55.) tiber in 


» auf welches die in Gleichung (64) enthaltene 


67). 


[dx ad V x?— btptan 8 n—2 da 
a” S a poe (n—1)a? nn8 Vx2— re 
ea A com a7 Perel. Formel Nr. 42 
(58.) 
ee a der Tabelle.) 


Auf dieses Integral lat sich |——“"_ durch wieder- 
& aes 
holte Anwendung der in Gleichung (67.) enthaltenen Re- 
_kursionsformel immer zuriickfiihren. Dagegen gelangt man 
dx 

rVx27— oe 
auf welches die in Gleichung (57.) enthaltene Formel nicht 
mehr anwendbar ist, weil die rechte Seite die Form co — co 
annimmt. Man erhalt aber nach Formel Nr. 41 der Tabelle 


in dem Falle, wo ” eine ungerade Zahl ist, zu 


dx 
(59.) nV = — = arc sin(“ ): 


Anwendungen | der | Integral -Rechnung, = 


-V. Abschnitt—- 


Quadratur der Kurvenn ss” 


19.5. : 


Quadratur der Kurven bei Anwendung rechtwinkliger 


Koordinaten. 
Nach Formel Nr. 4 der Tabelle ist der Flacheninhalt 
einer ebenen Figur, welche begrenzt wird - 


1.) von der Kurve y = f(a), © 
2.) von der X-Achse,. 
3.) von den beiden Ordinaten Ga ea} aa x= b, 


gleich 
(1) oF = Jui = -/ Pete = == [F(a]. = F() — F@), 


wobei F(x) = f(x) sein soll. 

Die Berechnung des Flacheninhaltes von solchen 
ebenen Figuren nennt man ,,Quadratur der Kurven“. Man 
kann die dafiir angegebene Formel sofort zur Lésung der 
folgenden Aufgaben benutzen. 

Aufgabe 1. Es sei eine Kurve durch die Gleichung 
(2.) Sy x 
gegeben (Fig. 14); man soll die Flache Se she berechnen, 
welche durch die beiden Ordinaten 


a e 


We Goo ay re ~. 


sigs bel ochtwinligen Kae Grea 


ar a=a=2 und x=b=7 
enzt wird. 


Be 
= 


rig 


ee _Auflosung. Nach Piselime (1.) wird + a 
7 Fig. 14. . Es. 

- a) F- : =a | | a 
= (2) ‘fe 

—. _ 343—8 385 a 
ip ae aman ies De 
_-~- Aufgabe 2. Die Gleichung es 
einer Parabel OP (Fig. 15) sei 4 
: (4.) y= pr, oder y= V2pz; : : 
man soll den Flaicheninhalt der Figur OQP berechnen. i 
4 - Auflésung. Da der Punkt O die Abszisse 0 und der $ 
Punkt P die Abszisse OQ gleich x hat, so erhalt man nach % 
Gleichung (1.) 2 


Fig. 15. 
Y 


6) Penis I Vigk ae . 
0 0 . 


oder 
(6.) pu zy. 


In diesem Resultate ist der Satz enthalten: 

Die von der Parabel OP, der X-Achse und einer be- 
liebigen Ordinate QP begrenzte ebene Figur verhdlt sich zur 
Flaiche des Rechtecks OQPR mit den Seiten OQ =x und 

QP =y wie 2:3. 

Aufgabe 3. Die Gleichung einer Parabel (Fig. 16) sei 
(7.) y*=92, oder y=3 Va; 
man soll die Fliche A;2;BA berechnen, wenn 


“4 a ‘ 7 ab « = ut ee 3 
315" 8 19. - Quadratar aer. Kurven bei rech w 
: “ OAs = 4, OB, = 2 


Auflosung. Nach Oteicang (1.) wird : in . diesem Fale % 


Fig. 16. 


pie a = . ‘ * -. 8) Pa fe = fac 


[te 


4. 


also 
5. ea OR eed Se 2195 — 8) = 284. 


4; B, 


_ Aufgabe 4. In einer Ellipse mit der Gleichung 


(10.) b2a2 + a?y? — a}? = 0, 5 oth 
oder : *. eas 
(10a.) ; y = ae . V a Lee 2 Ta 


sind die Ordinaten Qi:P; und Q2P2 gezogen (Fig. 17); man 
soll den Flacheninhalt der Figur Q:Q2P2Pi berechnen. 


chung (10a.) folgt, da-man 
nur das obere Vorzeichen 
zu beachten braucht, 


a} 


(11.) F = fydx : 
zy = 
= 7 facVe =< x,*) 


folglich wird nach Formel Nr. 123 der Tabelle und mit 
Riicksicht auf Gleichung (10a.) 


7 re eee ee 
S an [50° | = cane ay 
. ma A 


Auf lisung. Aus Glei- 


*) In gleicher Weise wie bei den geometrischen Anwendungen . 


der Differential - -Rechnung sollen auch hier die Koordinaten eines 


’ Kurvenpunktes P immer x und y, die eines Kurvenpunktes P, immer 


x, und y,, allgemein die eines Kurvenpunktes Py, immer x, und Yn 
heiBen. 


Py aks £e = — 
a <9 eee 


' hs 2 a $i oP Aes ea a riees =. 33 Od 
ar der Kurven bei rechtwinkligen Koordinaten. 11: 


oder 


- . : ¢ : ; 128 
r ‘ 1 ey, ; 
gS es gy (way2— x1y1)-+  [aresin(=) —aresin(“)]. - a 5 
: / ; a a : : a wr 53 RC 
: Es sei z. B. | a . = 
. : a= 6, b=4, a = 1, po, eS 
J also : 
eS 4 ey Yeeeah 
Yi = ZV 86 —l= 3V36, Yo = 5 V36 — 25 = gV11; 
dann wird — 
1 a oD ae 
F= 3 OV11 — V35) + 12(aresin (z) — arcsin (a) . 
Nun ist 


5V11 = V275 = 16,583 123 
. _ YV35 = 5,916 080 
5V11 — V35 = 10,667 043, 


~ 7, Vil — V35) = 3,555 681 


12aresin(?) — 11,821 327 


3 Vil Sly Ce 12aresin(?) = 15,377 008 


12arcsin (=) = 2,009 377 


F = 13,367 681. 


Aufgabe 4a. Man soll die ganze Fliche der Ellipse 
mit den Halbachsen a und 6 berechnen (Fig. 17.) 


‘Auflésung. Man erhalt.den Quadranten der Ellipse, 
wenn man in der vorhergehenden Aufgabe 
Kiepert, Integral - Rechnung. 8 


also ee ea eee 
hh eee =O 


Saas 


 setat. Dies gibt 


| se ob Re 
(14.) : Lie  sresin] = 2° Pe ee = 
folglich wird der Flicheninhalt der ganzen Ellipse 
~ (18) ae = 4F = abn. : 5 


Aufgabe 5. In einer Hyperbel mit der Oleichung 


AG Oe ee abe, = 
oder : : = S = 3 
(16a.) :> : ——— =- nee nes BS = i S SS: = 

Fig 18. ‘auddicOrdinsene 2 2 


_ und QePsgezogen (Fig. 
18); man soll den 
Flacheninhalt der Fi- — 
gur Qi: Q2P2Pi be-~ 
rechnen. 

Auflésung. Aus 
Gleichung (16a.) folgt, 
da man nur das obere 
Vorzeichen zu beriick- 
sichtigen braucht, 


(17.) Pte = eee faya=e DEE 


Deshalb wird nach Formel Nr. 129a der Tabelle 
Z 2 Pe Re te 
(18) FF == A V2? — a on ee 


a 


zy 


Ee tee 


oder mit Riicksicht auf Gleichung (16a.) 


e _ ion mts % i : os ao; 
eee “ey any x 
9) PBC 7 ae 
y eo is "5 2° = ie eo 


a ® 
~¥ 


Bie “ “A ; 5 (nae — gin) = eres a a). Be > 
‘Sa A, bare + aye 21 
ie Datel: ist in) aus In = oe )— in(™ — #) a 
_entstanden. . : ag 
Fiir den besonderen Fall, wo x gleich a und zz gleich ie 
x ist, wo also. die gesuchte Flache AQP im Scheitel der ist 3 
_ _Hyperbel beginnt, wird — 
E20): ra Y_Fin(2 + ¥). 
é <8 
es Aufgabe 6. Die gleichseitige Hyperbel ist, wenn man 3 
die Asymptoten zu iyo s ame secon macht, durch die ; Le 
Gleichung Fig. 10, me 
(21) ay=1, oder y= Breer 7a 
Bag : 
gegeben; man soll den sy 


Flacheninhalt der Figur 
Q1Q2P2Pi pecoeuaen (Fig. 
19). 

Auflésung. Aus Glei- 
chung (21.)folgt nach Formel 
Nr. 12 der Sop a 


= oi = -ft- ’ 
also 


(22.) a 


Setzt man 2 gleich 1. und zp gleich z, so erhalt man 
(23.) F' = I\nz, 
so daf der Flicheninhalt der ebenen Figur A,;QPA, in 
welcher OA; gleich 1 sein mége, die geometrische Deutung 
fiir die Funktion Inz gibt. 

Aufgabe 7. Die verallyemeinerte Parabel ist durch die 
Gleichung 

8* 


i 


; 116 g 19. Saat dor Kaurven 1 bot rechtwinkligen K 


\ m 


424,) y” = Opa, oder y= _ 473 on 2 
gegeben, wobei m und n positive ganze Zahlen sind; man 
soll. den Flacheninhalt der ebenen Figur Qi QPL: be- 
rechnen (Fig. 20). 


Auflésung. Aus Gleichung 4) me viach “Forme! 4 
‘2 ak 9 der Tabelle : . a 
é | in 
ee — P. 3 Ba. i 


a r . 
Mtn o 


- 19 eal, 


es 2/5 le 
ee |= 2p a. 


* oder Bo Gteichung (24.) 


(26.) == as = [xy] = = a - (way2 — ary). 

Fir den besonderen Fall, wo 2 gleich 0 und x2 gleich 

x ist, wo also die Figur im Scheitel O beginnt, wird 
MNXLY 
(27.) B= 0QP = gone: 

Dies gibt den Satz: Die von der Parabel OP, der X- 
Achse und einer beliebigen Ordinate QP begrenete Figur 
OQP verhdlt sich zu dem Rechtecke OQPR mit den Seiten 
OQ gleich x und QP gleich y wie n eum-+n. oe 

Aufgabe 8. Die verallgemeinerte Hyperbel (oder poly- 
tropische Kurve) ist durch die Gleichung 


(28.) amy” = 2, oder y= VYQp.a ” 

gegeben, wobei m und m wieder positive ganze Zahlen sind; 
man soll den Flacheninhalt der ebenen Figur Q:QoPaPi 
(Fig. 21 und 22) berechnen. 

Auflésung. Es darf hier vorausgesetzt werden, daf die 
positiven ganzen Zahlen m und m voneinander verschieden 
sind, weil der Fall, wo m gleich n, bereits durch Aufgabe 6 
erledigt ist. Unter dieser Voraussetzung folgt aus Glei- 
chung (28.) nach Formel Nr. 9 der Tabelle 


n—m ie ie: 


=~. ee am 
ee s n we ; = 
@9) \ F= rte 9% x seri: | eo. 7a 
: zy E Be 
n Ja; —m n—m vam 
. ~n—m WP Tes tg *% — ~ 2 = ), 
oder mit Riicksicht auf eae = s 
(30) =F =- 5 V2 a ae : 
pee Sto = 21y1) | ; ea 
n—m Es 
Fig. 21. Fig. 22. Cem 


Bei dieser Aufgabe tritt ein bemerkenswerter Umstand 
ein, von dem spater noch ausfiihrlicher die Rede sein wird, 
wenn sich die Ordinate @;P,; der. Y-Achse immer mehr 
nahert, wenn also . 

lima, = 0 
wird. Die Y-Achse ist nimlich eine Asymptote der Kurve, 
so daf sich in diesem Grenzfalle der Flichenstreifen in der 
Richtung der Y-Achse bis ins Unendliche erstreckt. Da- 
mit ist aber noch nicht gesagt, da8 dann auch der Flachen- 
inhalt der Figur unendlich grof8 wird; es wird sich viel- 
mehr ergeben, daf derselbe einen endlichen Wert erhilt, 
wenn >~m ist (Fig. ae spies wird naémlich in Glei- 


chung (29.) der Exponent ~ m positiv, und deshalb 


(81.) lima, * =0, 


oe 


tGershe 
Ist dagegen n<m ie. 22), ‘80 Se —= ne 
so daf man Gleichung ( (29.) besser auf die Form = 


(33.) 


bringen wird. Jetzt ist 


(34..) lima" = 0,” - ese > 3 

: > oes - 5 
also : = 
(35, lim F = oo. ae 


Eine ahnliche Betrachtung stellt sich ein, wenn man 
zz, ins Unbegrenzte wachsen laSt. Dann erstreckt sich der — 
Flachenstreifen in der Richtung der X-Achse bis ins Un- 
endliche, und man erhalt in dem ersten Falle, wo 3 


iit 
elem eee try et ae 


ns m- 


n>m, —-—>0, lima * =co 
n Ly=Co 2 
ist, aus Gleichung (29.) 
(36.) lim F"= oo 


In dem zweiten Falle dagegen, wo 
m—n : a: s 
lm = . 


Lo=Co 


: n<om, 


X32 
ist, findet man aus Gleichung (33.) 


(37.) lim F = ny 2p — eae 


—=Co m—n nM—Nn m—n.- 
Diets 


Bei der in Aufgabe 6 behandelten gewohnlichen gleich- 
seitigen Hyperbel wird der Flacheninhalt der Figur unend- 
lich gro, wenn die Ordinate Q,P, mit der Y-Achse zu- 


4 


ee eee ee oe 
ri 


a ‘Unendliche riickt, weil in Gleichung (22.) 


_ oder Nr. 19 der Tabelle 


(9) F=|ydx 


nmenfallt, Said ebenso each,” wenn die Ordinate OnPs ins 


= Le as und limIna, = oo. 


2y==00 


Aufgabe 9. Die Kettenlinie ist durch die Gleichung 


‘ (38.) = Serpe 3 aie aGoi(~) 


z~ gegeben (D.-R., Seite 418); man soll den Flicheninhalt der 
Figur Q:Q2P2P; (Fig. 23) berechnen. 


Auflésung. Aus Gleichung Fig. 2. 
(38.) folgt nach Formel Nr. 11 = 


2 


zy 


= 5 f (ca +e. @ dx = «f60i(2) dx 
ee oe 3 3 x ie x 
= aoe 2 =a [ein(Z)) : O 01 2 


Nun ergibt sich aber, wie auf Seite 418 der D.-R. 
gezeigt wurde, aus Gleichung (38.) 


rf iz z 
40) +Vy—a= 2(oe a) =. aGin(~); 
wobei das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nach- 


dem x positiv oder negativ ist. Sind also x und 2 betde 
positiv, so geht Gleichung (39.) tiber in 


(41) F=al[Vy?— ay" = aVy2?—a?— Vyr?— a’). 
Ware 2x; negativ, so wiirde man erhalten 
(42.) F = aVy2— a? + Vy?—2). 


Wird xz, gleich 0 und 2 gleich x (Fig. 24), so ist der 
Flacheninhalt der Figur OQPA gleich 


(43.) F=aVy—a@ 


| Beachreibe! man Hacliohis um dori Punkt ve mit der Halb- ue 


messer y einen Kreisbogen, welcher die X-Achse im Punkte — 
B schneidet, so ist nach dem pythagoriischen Lehrsatze — 


Fig. 24. (44) OB=Vy— a, 


es also Rechteck — 
OBCA = aVy>— a’. 


wandeln kann, bei dem wie- 


andere Seite ist. 


Aufgabe 10. Die Zykloide ist durch die ‘Gleishungen ES 


(45.) x=a(t—sint), y = a(l — cos?) 


gegeben (D.-R., Seite 419); man soll den Flacheninhalt der — 


Figur berechnen, welche von einem ganzen Bogen OHA der 


Zykloide und von der X-Achse begrenzt wird (Fig. 25). 


Fig. 25. 
H 


Auflésung. Sind x und y als Funktionen einer dritten 


Verinderlichen ¢ gegeben, so wird es bei der Quadratur - 


der Kurven (und ebenso bei den tibrigen Anwendungen 
der Integral-Rechnung auf die Geometrie) im allgemeinen 
zweckmafig sein, diese Gréfe t als neue Integrations-Ver- 


anderliche einzufiihren. In der vorliegenden Aufgabe bildet 
man daher zunichst 


(46.) dx = a(1 — cost)dt, 


Daraus erkennt man auch, 
wie man die Figur QiQ2P2Pi— 
(Fig. 23) in ein Rechteck ver-— 


der OA =a die eine Seite, 
und Vy22—a? — Vy?—a? die 


: ey di OA sich dem _Unfnge 2ax des rollenden 4% ee 
- - Kreises ist, an 
2an (2am) [Sa 

49) R= Jyde = a®/(1 — cost)(1 — cost)at. ne, 

et 5 © ie ee an 

Bei Einfithrung einer neuen Integrations-Verander- me 

lichen mu8 man sorgfaltig darauf achten, da8 dabei auch aie 

_ andere Integrations-Grenzen einzufiihren sind. Deshalb sind , a 

auch in Gleichung (47.) bei dem letzten Integral die Grenzen : a 

in Klammern eingeschlossen, um dadurch anzudeuten, da8 : > 

- sich dieselben noch auf die urspriingliche Integrations-Ver- os g 

_ anderliche x beziehen, und daf man dafiir die entsprechen- % 
den Werte von ¢ nachtriglich einsetzen soll. Nun ist 

a=0 ’ fir t=0, cg 

e=2axn , t=2z, % 

ae. geht Sars (47.) tiber in aS! 

(48.) Ba" fa — 2cost + gos"h\d. 


Nach den Formeln Nr. 10, 13 und 99 der Tabelle ist 


fat=t,  fcostdt = sint, 
(49.) : 
Scos*tdt = 4sintcost + 4t, 


so da8 man erhilt 
(50.) F = a*[t —Qsint + }sintcost + $4)" 
= 3 (3¢ — sint(4 — cost)), = Sa°x, 

Die Fliche eines Kreises mit dem Halbmesser a ist 
bekanntlich gleich a’x, folglich ist nach Gleichung (50.) 
die von der Zykloide und der X-Achse begrenzte Flache 
dreimal so grok wie die Fliche des erzeugenden Kreises 
(Fig. 25). 

Aufgabe 11. Die Astroide sei durch die Gleichungen 
(51.) x =acos*t, y= asin*t 
gegeben (Fig. 26, D.-R., Seite 426); man soll die von ihr 
eingeschlossene Fliche berechnen. 


OAB za berechnen, n mut 


in der allgemeinen ‘Formel 
x die Grenzen 0 und a ein 
Da nun . 


Foo — 


wird, so sind 


2 
sprechenden Grenzen bei Kinfiihrung der Integrations-Ver- ee 
anderlichen ¢. Deshalb erhalt man 


(52.) dx = — 8acos*tsintdt, 
‘ a 0 
(53.) F = fyda = — 3a? /sin®t . cos*tsintdt 
é . : 
= Sate Sake, 
= + 3a?/sin't cost dt. 


Zur Ermittelung des unbestimmten Integrals von ~ : 


sin‘tcos*tdt beachte man zunichst, daf. 
(54.) Jsintt cost dt = /sin‘tdt — /sin®t dt 


ist, und bilde nach Formel Nr. 100 und 104 der Tabelle 
die Gleichungen 


(55.) Jsin'tdt = — tsin®t cost + 3 /sin“tdt, 
| 

(56.) Jsin'tdt = — 4sin*t cost + 4 /sin2tdt, 

(57.) Jsin%tdt = — $siné cost + it. 


Indem man Gleichung (55.) mit —1, Gleichung (66.) 
mit —}+1=-+ 4, Gleichung (67.) mit +4 multipliziert 
und dann alle drei Gleichungen addiert, findet man 


Bee 


= und 0 die ent- <3 


SN ey ee ee ee 
; 


aN Boles pies. — ¥6 


ay . | frase — feinteae — = eae < iene ae 


= sint gpa — 
folglich ist > 


= 


(59.) Ee = © [eost(Ssin't — Qsint — 3sint) + 3t]” 


a? 3x Bax ene 


as a en eae a ee een » 


Der Flacheninhalt der ganzen Astroide ist daher 


(60.) ape eal 
8 
Dies gibt den Satz: Der Fliachen- ig 
anhalt der Astroide verhilt sich zu dem 
Flacheninhalte des wmschriebenen Krei- 
ses wie 3 zu 8. 


- Aufgabe 12. Die Zissoide des 
Diokles ist durch die Gleichungen 


(61.) 2 =2asin®99, y= 2a—— 


gegeben (D.-R., Seite 606); man soll 
den Flacheninhalt der Figur OQP 
(Fig. 27) berechnen. ; 


-Auflisung. Aus den Gleichungen 
(61.) folgt 
o=0 fir p=; 


z=24 , 9=5) 


(62.) dz = 4asingcosgdg, 
oder 


(63.) F= fyde = 802/sin'pdp, 


folglich wird nach Formel Nr. 105 der Tabelle, wenn man 
n gleich 2 setzt, 
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: oy E> sae coup(Es sin’p + 75 evn) 2h ey 


= = a*[39 - = - cos (2 sin’ + 8sing)]. | 

Da die Gerade AB eine Asymptote der Kurve ist, 80. E 
erstreckt sich der Flichenstreifen bis ins Unendliche, wenn _ 
die Ordinate QP der Asymptote immer niher riickt a 
schlieBlich mit ihr zusammenfallt, wenn also” Se Soe ae 


» (65.) lima ==24, - oder lim = > ae Seg . 
% 4 wird. Der Flacheninhalt der Figur bleibt aber endlich, da 
man aus Gleichung (64.) | eg 
= : D} SS 

(66.) lim F = ae . | ig 
eto Sie? 9=F vi 


erhalt. Die Kurve liegt zur X-Achse symmetrisch; deshalb 
_wird der Flacheninhalt der Figur, welche von der ganzen 
Zissoide und_der Asymptote begrenzt ist, gleich - 


3a?x. 


Aufgabe 13. Die Gleichnig. 
(67.) Pac — 9x? ae 232 — 15) 


ist gegeben; man soll Jute berechnen. 


ete Nach Formel Nr. 9 der Tabelle wird 


7) 
Goh free = fl (a? — 9a® + 28a — 15)dx 


b 


Si J 
=alz er ot 23% = 12 


a 


1 
= gg — 1288 + 46b? — 606 — at + 12a® — 46a? + 60a). 


Will man sich tiber die Bedeutung dieses Resultates. 
Rechenschaft geben, so mu man beachten, daf die der 
Gleichung (67.), oder der Gleichung 


_ entsprechende Kurve die _ 
_ X-Achse in den eee 
A, B, C mit den Abszissen 


(70) . ABH=|yax =. 
a 


y= Fe — De — Be —5) 


OA=1, OB=3, 

: OC =5 
schneidet. (V ergl. Fig. 28.) 
Setzt man daher z. B. 

a= — 2, 6=+1, 
so erhalt man | 
; 1 
(69.) D AD = Syar 
1 
= Gg 2 — 416) 
ie tle 
16 
Der Ausdruck ist nega- 
tw, weil die Figur D,AD 
unterhalb der X-Achse liegt. 


Ferner wird der Flaicheninhalt der Figur 
. P 


ie ar eS 


+1 


und zwar ist dieser Ausdruck positiv, weil die Figur ABH 


oberhalb der X-Achse liegt. Indem man a gleich 3 und 6 


gleich 5 setzt, findet man den Flacheninhalt der Figur 
5 
(71)  BCT= foe = =f (- 5 +9)= =. 


und zwar ist dieser Ausdruck wieder negativ, weil die Figur 
unterhalb der X-Achse liegt. Endlich ist der Flacheninhalt 
der Figur 


(72) CEE = vas te fe (119 + 25) = +3. 


“a 
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Dieser Ausdruck ist posetev, 

der X-Achse neee ‘Demnach ist =: 

i ier : inser Sa tana 

(73.) fuss = jas — 116) 16 = Se + 3. 8 + os : 
=o . Se 

und kann anes gedeutet wenion: dureh die. Somme =a 

~ der Figuren = Ss 

D,AD, ABH, BCT und CB, = a 

wobei aber die erste und dritte mit negativem, die aweite. = 

und vierte mit positevem Vorzeichen zu nehmen sind. fe 

Dies gibt in Ubereinstimmung mit der auf Seite 182 = 

~  ausgefiihrten Untersuchung den Satz: Wenn man den 

ae Flicheninhalt einer ebenen Figur zwischen einer Kurve 

. y = f(a), der Abszissen-Achse und zwei beliebigen -Ordinaten 

durch Integration berechnet, so sind die Flachenstiicke iiber 

der Abszissen-Achse mit positivem, und die Fldchenstiicke 

unter der Abszissen-Achse mit negativem Vorzeichen beriick- 


Barer a 
Zi Poe tod 3 a 
vee Ap) ee ee ye 


sichtigt. 
| § 20. Soe 
Quadratur der Kurven bei Anwendung schiefwinkliger 
Koordinaten. 


- (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 132.) 
Ist die Gleichung einer Kurve fiir schiefwinklige Ko- 

ordinaten gegeben, und bezeichnet man den Winkel, wel- _ 

Fig. 29. chen die positiven Rich- 
tungen der Koordinaten- 
Achsen miteinander bilden, 
mit 7, so kann man auch 
hier durch Parallele zur Y- 
Achse das Flachenstiick in 
n Streifen zerlegen und die 
auf Seite 8 und 9 ausgefiihr- 
ten Schliisse in wenig ver- 
anderter Weise wiederholen. Dabei wird der Flacheninhalt 
eines solchen Streifens QQ,P,P (Fig. 29), wenn man ihn 
unter Vernachlassigung der unendlich kleinen Grofen hoherer 
Ordnung als Parallelogramm betrachtet, 


QO? yd. siny, 
e. (2) ae . ABBA siny Jy, : ee: 


oe ibungs-Aufgaben. | e. 
Aufgabe 1. Die Gleichung . ig 


Eng: : y?=%pxr, oder y= Vp cat ° 
stellt auch fiir schiefwinklige - : 
Koordinaten eine Parabel 
dar, wobei die Y-Achse eine 
beliebige Tangente ist, und 
die X-Achse durch den Be- 

_ rihrungspunkt parallel zur 
Achse der Parabel lauft 
(Fig. 30); man soll den 
_ Flacheninhalt der Figur OQP_ 

berechnen. 
Auflésung. Hier ist nach 
Gleichung (2.) 


(4.)° of siny.. V2p fx ade = sing. V2 (%2 ‘ =" siny. 
0 


Der Flacheninhalt des Parallelogramms OQPR ist 
gleich zysiny, folglich bleibt der auf Seite 111 angefiihrte 
Satz auch in diesem Falle Wie. 81. 
noch richtig. 

Aufgabe 2, Macht man 
in der Ellipse zwei kon- 
jugierte Durchmesser, deren 
Lange 2r und 2s sein mége, 
zu Koordinaten-Achsen, so 
hat die Ellipse (Fig. 31) die 


4 


Te ee ee ee ROC RE hee 


Gleschung ~ 

a? yp? 
(6.) A oe 1, 
oder 
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y= ae Poh 
man soll den Flicheninhalt der ‘Ellipse ‘berechnen. os Ee = 


Auflésung. Hier ist nach Gleichung (2.) mit Riick- 
sicht auf Formel Nr. 123. ae Tabelle 


as F= eee a, cVr?— x? . : a 
pe | J 3 - 4 < 


, Lr ; ~ 
4s. siny DO ae PA (2) aa 
=e Vee + 9 aresin rd Rg 


- $: ; Lr 
7 (6.) Fe=rsxsiny. ; 
Da der Flacheninhalt der Ellipse mit den ‘Halbacheen: i 
a und 6b, wie schon in Aufgabe 4a des vorhergehenden - 
Pon gezeigt wurde, gleich abz ist, so folgt hieraus 
die wichtige Formel 
(7.) Ts. siny = =ab. 

Aufgabe 3. Die Gleichung einer Hyperbel ist, wenn 
man die Asymptoten zu Koordinaten-Achsen mache 

(8.) 4ay = e, 


‘oder 


Fig. 32. 


ued 
Sie a 


man soll den Flicheninhalt 
der ebenen Figur Qi Q2P2P; 
(Fig. 32) berechnen. 


Auflésung. Aus Glei- 
chung (2.) folgt in diesem 
Falle mit Riicksicht auf 
Formel Nr. 12 der Tabelle 


v2 he Zo 
(9.) F = siny fydx = e a be Beet a(= =). 
x 
a ‘ eat , 


ss ~_Quadratur von oir Recueil unten 


SR PT eNO ee ey Eee ee ae 


ie 


 @) xz=a und «=—b. 


durch eine Kurve begrenzt sind. 
ae te Perot die Formel- Tabelle Nr. 133.) 
_ Eine ) Figur sel oben begrenzt durch die Kurve (Fig. 33) 


dh). y = fe), 


uaten durch die Kurve 
(2.) = 9(2) 
links und rechts durch die 
Ordinaten A” A’ und BY” B’ 
mit den Gleichungen 


Man. kann dann den 
Flacheninhalt der Figur 
A” BY B’A’ berechnen, in- 
dem man zuerst den Flichen- 
inhalt der Figur 


7) 
(4) ABBA = fi/dx 


berechnet und davon den Flacheninhalt der Figur 
b 

(5.) ABBY AY = fydx 

abzicht: Dadurch erhilt man 


o b é 
(6) F= AvBUBA = fy/de —fyda = fy — yaz. 


Dasselbe Resultat findet man auch, indem man durch 
zwei benachbarte Punkte Q und Q, der X-Achse Parallele 
zur Y-Achse legt, welche die beiden Kurven bezw. in den 
Punkten P’, P4 und PP”, PP”, treffen. Den Streifen 
P’P“,P(,P’ darf man unter Vernachliissigung von unend- 
lich kleinen Gréfen héherer Ordnung als ein Rechteck mit 
den Seiten 

Kiepert, Integral- Kechnung. 9 


i a 


S: 30 gal Quedratur der 


PrP ay —y! wd 0% = dx 


hetrachten, wenn QQ: sauces nee ee Jad 
erhalt man fiir den Flacheninhalt des Streifens eae 


PLP GP! Pio = (y/ os yaar, : 
so dai die Summe aller dieser Streifen, némlich 


rafy — - yf yd 


den Flacheninhalt der ganzen Figur A” BY BA’ ee 
Dabei ist zunichst stillschweigend die Voraussetzung 


gemacht worden, da die Kurvenbégen A’B’ und A” BY — 


Fig. 84. beide iiber der X-Achse 


oy liegen. Das Resultat bleibt < 


aber auch dann noch rich- 
tig, wenn diese Vorausset- 


z. B. der eine Bogen Fe Sees 

unter der X-Achse (Fig. 

34), so hat, wie schon fri- 

her hervorgehoben wurde, 
b 


Sy ‘dx einen negativen Wert, 
a : ; . 


2) 
: Jy dx —fyae = fy — 


die Swmme der beiden Flachenstiicke ABBA! und A“ BY“ BA 
gibt. 


In ahnlicher Weise kann man zeigen, da8 Gleichung 
(6.) noch richtig bleibt, wenn beide Kurvenbégen A‘’B’ und 
A” B” unter der X-Achse liegen, und schlieflich auch, wenn 
die X-Achse von den Begrenzungskurven geschnitten wird. 
Den letzten Fall kann man dadurch auf die vorhergehen- 
den Falle zuriickfiihren, da’ man die Figur in mehrere 
Teile zerlegt, indem man durch die Schnittpunkte der bei- 
den Kurven mit der X-Achse Parallele zu der Y-Achse 


zung nicht erfillt ist. Liegt 


ae ere 


, Fa 
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; . = ee : 
x Bidet Fir jeden einzelnen Teil gelten. dann die nen Sa 


Ss Re renee ie a * 
| ! _ Ubungs- Aufgaben. ae a = 
-—— Aufgabe 1. Von einer Parabel mit der Gleichung 
(7.) oe: y? = 2px, . oder y LV 2D, at | 
ist durch die Sehne OP, (Fig. 35) = Fig. 85. 
das Segment iiber OP, abge- Y ae 


schnitten; man soll den Flachen- 
inhalt dieses Segmentes berechnen. 

Auflésung. Die Gleichungen 
der beiden begrenzenden Kurven 
sind in diesem Falle 


: (8) y/ = V2. at Und 2" == aay Taner 
folglich erhalt man nach Gleichung (6.) 


(9.) polos oe da 
| rik 


sy 3 o2's ay Skt oe . 
i o's - 


- 24 no 
= (VB 57S, At 
oder 
. 2 1 
(10.) F= 3 Yi — 9 ny = a 


Das Segment iiber OP; ist also dreimal kleiner als das 
zugehirige Dreieck OQ:P\. 

Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn man von der 
Flache OQ,P;, deren Inhalt nach Aufgabe 2 in § 19 gleich 
2a,y; ist, den Flacheninhalt des Dreiecks 0Q,P,, namlich 
4a,y1, abzieht. 


Aufgabe 2. Von der Parabel mit der Gleichung 


} (11.) y? = 2px, oder y= + V2p. xt 


ist durch eine Gerade PP: mit der Gleichung 
g* 


und Py erat =e aS 
Auf lésung. In ‘dem vor- 


welche der Y- Achse parallel 


und erhalt 


a zy 


(13.) P4,P,0 = jovi = 2Vap [stds = tou, = ee . 


ce) 2 : : : 
(14.) P% PoP, =f — y\dx =|(V% ; ot — mx — dx 
Qat ma ae 
ee 


2 m ; 
= 3 @ay2— mys) — 5 @2? — a1") — Wa — a). | 
Dabei ist aber bekanntlich 
ye—yt  ywty 


m= 
LQ- —H} 2 Ot 
(15.) 
—— xLay’1 — Lryo. __ _ “ye + rey 
: x — v1 x2 — 21 ae 


folglich wird, wenn man noch die Gleichungen (13.) und 
(14.) addiert, 


(16.) P= $(xiys + xey2)— $(ai + wo)(yr + ye) + xrye + my 
= 4t(riys + x2yz) + dary ++ apy) 


liegenden Falle, wo der Punkt 
P‘, unter der X- Achse liegen — 
-mdge, muS man die Figur — 
durch die Gerade — Pigs 3 


ist, in zwei Teile a == 


roe 


: aad wird | 


‘ 
a 


(18) yf = me tu 


(17) P= 4(24 4 192) + 448 + 96) = 108. 
 Aufgabe 2: Die Gerade : 3 


schneide von der Ellipse 
py ye 2. Va? — x 


ein Segment P; P2B (Fig. 37) 
ab; man soll den Flachen- 
inhalt des Segmentes be- 
rechnen, wenn die Koordi- 
naten der Punkte P; und P, gegeben sind. 


Auflésung, Nach Gleichung (6.) wird in diesem Falle 


(20.) F= fe ae ie -- e Va? — 2? — ma — dare 


= [Bg Yee +f wenn )) "el 


1 


= ; Ee — mx? — Qua + ab sresin(2)] 


= : Ez — ayy1) — m(a2° — 21") — ule — a1) 


+ abarcsin (=) — abarc sin(™)) : 
a a 
Nun ist aber bekanntlich ~ 


Pree! A L2Y1 — LWY2 
(21.) ee 
folglich wird 
(22) mao” — 2732) + Que. — 21) = (Y2— Y1)(@2 + 1) + Aways — L1y2) 
= (x2y2 — 2Yy1) + (e2xy1 — LiYy2). 
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Dies Bibb sree bayer eae Sree: ae © 
-(28.) eo Lina — ran) 4 +5 sm)» are mt a a 
‘Es sei z. B. ests MR RIS a goa. ee ° 
(24)  a=6, b=4, mal, = +5, 3 a 
also’ Ceo fe ee ete 
- (25) Pe 21%, y ayn, ae 
eS * ; . as 
es. dann geht Gleichung (23.) tiber in — See ee 
= : (26.) FF = 12| are sin(@) + sora) § a An + 635). 4 
S e Dabei \ist ' : 
a . S12 aresin(z) = 11,821 397, Vit = 3,327 708, = 


12 arcsin(&) = 2009877, 5/35 = 29,580399, 


also. 
(27.) F' = 13,830 704 — $ . 32,908 107 = 2,861 335. 


~ 


Verbindet man den Nullpunkt O mit den Punkten P; 
und P2 (Fig. 37), so erhalt man ein Dreieck OP:P; mit 
dem Flacheninhalte 4(a2y, — xyz). Wenn man daher dieses 
Dreieck zu dem Segmente’iiber der Sehne P,P; hinzufiigt, 
so ergibt sich nach Gleichung (23.) fiir den Sektor ages 
der Flacheninhalt 


(28.) Sektor = ab [are sin (@) — arcsin @)| : 
2 a a 


Aufgabe 4. Eine Hlipse sei durch die Gleichung 
(29.) A112" + Zayoay + agoy? + az3 = 0 
gegeben; man soll den Flacheninhalt derselben berechnen. 


Auflésung. Der Anfangspunkt der Koordinaten liegt 
im Mittelpunkte der Kurve, aber die Koordinaten- Achsen 
fallen nicht mit den Achsen der Ellipse zusammen (Fig. 38). 


# mp 


xt Damit die Gistshnne eine realle: llipse deaetellty, miissen 


die Ungleichungen 
80.) aay22 — ay? > 0, - dzoteg <0 
befriedigt werden. - Aus Gleichung (29.) folgt dann 


any = — ayn + Vay? — ay, ae2)u” — ads, 
anny’! = — ay2x — V (din? — ay1de2)x? — ar2Q33, 
also i 


(81) yY —y = = Veet = anion — 22.433. 


Nach den 
in den Unglei- 
chungen (30.) 
ausgesproche- 
nen Voraus- 

setzungen 
kann manzwei 
reelle GréBen 
~ eund k durch 
die Gleichun- 
gen 


(32.) c= V 11 222 — 2", a at 
erkliren, so daf Gleichung (31.) tibergeht in 


yy) : D pm t ee 
33. — oy! = — V— ex? + ke? = 2 a. 
(33.) oe a e*a* + keee V 2; 


folglich wird 
am 9 Ze 
(4) oF fu -yowe= a fez VEo we. 
2 
Pal ca 


Zur Bestimmung der Integrationsgrenzen beachte man, 
daB (y/ —y)dx einer der Streifen ist, in welche man sich 
die ganze Flache zerlegt denken mu. Die durch die Inte- 
gration ausgefiihrte Summation aller dieser Streifen beginnt 
in demjenigen Punkte P; und endigt in demjenigen Punkte 
P2, in welchem der Punkt P’ mit dem Punkte P” zu- 
sammenfallt, so da die Tangenten in den Punkten P; und 


(86) 


ke = , - tae - 


= i= in(— DPS 
= [aresin arcsi ( I: — x = 
oder mit Riicksicht auf die Gleichongen 2) 2s 
(38.) pater Se 3 
M26 Vay, aan — a2? Sen = 


Dasselbe Resultat findet man, wenn man die Halb- a 
achsen a und 6 bestimmt und in die Formel = 


F=abx 


einsetzt, denn es ist bekanntlich 


— aes 


39.) «= y - = Nw =: 
89) Q11 + dog + Viau — 22) + 4ajo? 


a \— = ss: 
ait a dee + Van — a2)” + dai? 


46) ga ee = 
V(air + a9)? — (Q11 — 9)" — 4ay9? 
Van a22 — ayo” 


. 


aah - hufgabe 5. Mast soll ave Plicheninhat der Figur bast 
3 rechnen, die von den beiden Parabeln — 
j 41), He = ee ‘3 
und 
— (42) = a4 3 
_ begrenzt wird. (Vergl. 
‘Fig. 39.) | ; 
 Auflésung. Hier 
ist, da sich die beiden 
a Parabeln im Nullpunkt 
E O und zum zweiten 


Male in einem Punkte | 
P, schneiden, 


: ae 
g ——— x na 
43) -— = Paes. 

, (43.) y’ V2pzx, y’ ~ O@? % 
$ 
~ 
i 


% also 


E eat aes rar Zz 
(44) pe fv — y da = V2p |: x* dx — % eae. 
Z 0 


Dabei findet man die Koordinaten des Punktes P; | 
aus der Gleichung G 


Pe aa ae ae 
‘2p Bpq? 
Dies gibt ae 
(45.) a = 2 pq, yi = 2G; 


folglich wird 
3 i ea oe eee or a 


Es V%®» . Vang — és Sek ae i ge 2 oe 
Wenn die Kurvenbégen, welche die Figur oben und 
unten begrenzen, Teile derselben Kurve sind, wie es in 
Aufgabe 4 der Fall war, so kann man die Rechnung durch 
Einfiihrung eines ,,variablen Parameters“ t wesentlich ver- 
einfachen. Laft sich namlich die begrenzende Kurve durch 
die Gleichungen 


a ~ 
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(47,) Saas 2= 90) y= 
darstellen, wobei g(t) und y(t) fiir die bettaehtotin’ 
CUS eindeutige Funktionen von ¢ sind, so kann man 
Fig. 40. ~ Parameter ¢ zur Integra- 
tionsverinderlichen machen 
Um z. B. den Flacheninhalt _ 
der Figur zu_berechnen, 
welche “durch den Bogen ~ 
A’BA” der Kurve und die — 
Ordinate A,A” A’ begrenzt_ = 
wird (vergl. Fig. 40), erhalt 
man zunichst nach den bis- 
2 herigen Bee 


‘ 8" S0Ap au, OB = fy’ — ya 


Jetzt durchlaufe der Kurvenpunkt P die Kurve von | 
A’ bis B, wenn ¢ alle Werte von f,_ bis ¢/ annimmt, und | 
er surehlans die Kurve von B bis A”, wenn ¢ alle Werte “a 
von ¢ bis t; annimmt, wobei entweder th < = ta, oder 
ti >t > ty: sein. ee Dann wird 


(49.) Jifaa = = fui) p(t)d 


4 = 7 : ~ 
(60.) — yaa = + fae he 9 (t)at, 
folglich ist 
v ty ty 
GL) F= fy. oOdt +/vo). oat =f). oat. 


Kin besonderer Vorteil dieser Methode liegt darin, 
da man die Koordinaten des Punktes B und den zuge- 
horigen Wert des Parameters ¢ nicht zu ermitteln braucht. 
Auferdem kann man dieses Verfahren auch auf den Fall 
verallgemeinern, wo die begrenzende Kurve mehrere Aus- 
biegungen hat. 
Will man z. B. auf diesem Woege die Aufgabe 4 lésen, 


so beniitzt man den Umstand, daf sich x und y durch as 
Formeln 


Pe a heen a 


x=Kksint, day = k(ccost — asin?) 

- vals eindeutige Furktionen eines Parameters ¢ darstellen 
"Yasson Dabei ist wieder — 

: ; (53.) 2 see 041 0g — Ayo? : CFE x= — 22 M3. 

Die Richtigkeit dieser Formeln ergibt sich durch Elimi- 
erhalt dann namlich 


. 


J 3 sinks cost = 2 May, 

; ; i : ke 

also 

- ig of: Ay a? +- Way2d2n02Y + Ano? y? 

A ee lec? 

| (C? + ayo")a® + 2ar2deoxy + dae”y” + d22de3 = 0, 
oder ¢ 

(54.) A112" +- 2aioxy + aay” + agg = 0. 


Die Gleichungen (52.) stellen also dieselbe Ellipse dar 
wie die Gleichung (29.). (Vergl. Fig. 38.) 


Fird = —5 erhaélt man 2 = —k, ee das * 
Q22 


sind die a iat des Punktes P;. Fiir t=O erhilt 
man a=0, y= rie —; das sind, wenn man voraussetzt, 
da dez positiv ist, die Koordinaten des Schnittpunktes sd 
Ellipse mit dem oberen Teile der Y-Achse. Fir t = ie 5 


erhalt man x= +h, y= — ae » also die Koordinaten 
22 
des Punktes P,. Fiirt =a erhailt man x=—0, y= Bee 
22 


also die Koordinaten des Schnittpunktes mit dem unteren 
Teile der # Achse, und fiir ¢ = = erhilt man wieder die 
Koordinaten des Punktes P. 

Durchlauft also ¢ alle Werte von —5 bis + ae so 
durchliuft P den oberen Teil der Ellipse von P, bis P»; 
und durchlaiuft ¢t alle Werte von +5 bis + sip so durch- 


lauft P den wunteren Teil der Ellipse P2 bis P;. Daraus 
findet man fiir den Flicheninhalt der Ellipse 


j Pithetrata ap Ltt i) sshtvinklige Roorsbssen 4 hes a 


nation des Parameters t¢ aus den Gleichungen (52.). Man 


: Se 
(05) P= fy yee ficoast = ee 
xy = pes = : x ae 
= eee See 
; 3 +> Si AR Se ge ee ee 
Br po pf ee 
2s = [c foostear = ass foint costal. Sot er 
ee Se ee a 


P 
bere; 
an 


Dies gibt nach den F ormeln Nr. 99 und 53. der =r 

belle in Ubereinstimmung mit Gleichung (38.) 7S 

2 ; SoS ee ese 

Ps ee E (cost sin¢ + t)— 2 sintt | Po ee =a 

dee (2 : Sees ad Ses 

3 : 7 eee 

fe Pesfaie ae Gis fo ra ne eee 
eenGto 376 

oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (53.) 

ane : 
66) Po eS ee 


; oat. FCS SS V ar1422 — a2” SS = 
Aufgabe 6. Man soll den Flicheninhalt der Kardioide — 
(57.) 2 = a[2cost — cos(2t)], y = a[2sint — sin(2?)] : 
berechnen. (Vergl. Fig. 41.) — 
Auflésung. Wenn ¢ alle — 
Werte von 0 bis x annimmt, © 
erhalt man die obere Hilfte 
der Kurve, aber in der Rich- — 
tung von der Spitze A an- 
fangend; und wenn ¢ alle 
Werte von x bis 2x durch- 
lauft, erhalt matt die wntere 
Halfte mit dem Endpunkte A. 
Da die X-Achse eine Sym- 
metrie-Achse ist, geniigt es, fiir die obere Halfte der Figur 
den Flacheninhalt auszurechnen und das gefundene Re- 
sultat mit 2 zu multiplizieren. Bezeichnet man dabei den 
groften Wert, den 2 annehmen kann, mit 2 und den zu- 
‘gehérigen Wert von ¢ mit ¢, so wird 


C+ - 
c 


4 ag F- pao ee one ae jie) 


Ge 


ae Dabei ergibt ‘sich aus den folgenden Schliissen, daf 
_ die Berechnung von 2/ und ¢ nicht erforderlich ist. Es 
wird namlich in: diesem Falle, wenn man y‘, y“ und dz 
_ durch den Parameter ¢ darstellt, 


; 3 ¢! . 
(68) F = 4a2/' [2sin¢ — sin(2#)] .[— sint + sin(2t)] dt 


: 0 é 
a 40° /| [2sint — sin(2¢)] . [— sint + sin(2d)|df, 


oder 


669.) F= so / [2sin¢ — sin(2¢)]:[— sint + sin(2t)] dt 

Dies gibt 
(60.) F = 4a? [2 fein dt —6 5 faint costdt + 3 Jsin*2620), ; 
folglich wird nach den Formeln Nr. 100 und 53 der Tabelle 


(61) F = 4a" | ~sintoost-+-t—2sintt— sin tyeos 2) + 5] 
ie 
= 6a°x. 

Man hitte hier sogleich die ganze Flache der Figur 
erhalten, wenn man fir ¢ die Integrationsgrenzen 0 und 
2x genommen hitte. Dabei wiire der Fall in Betracht ge- 
kommen, wo die Kurve zwe: Ausbiegungen hat. 


§ 29. 


Quadratur der Kurven bei Anwendung von Polar- 
koordinaten. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 134.) 


Bei Anwendung von Polarkoordinaten mégen die Ko- 
ordinaten eines Punktes P immer mit r und g, die eines 


ek 


Bye NP ee 


4a Punktes Pi mit 1 Gna. Pi, siinemeny die eine 
au. mits, und Qn bezeichnet werden. ~Nennt man den 


: Fig. 42. 


erhalt man 


ee AP begrenzt, wird © 
(Fig. 42), 8 (Sektor), so ist 8 eine 


Yuwachs eo ee 


inhalt einer Figur AOP, 
durch zwei beliebige | Radi 
tores OA, OP und durch d 


Funktion von ¢. Den oe sa 


(l) 2 S48 POPs 
welchen diese Funktion erleidet, a 
wenn der Winkel XOP gleich p 
um die kleine Gréfe POP, gleich “ ee 


A zanimmt, -findet man, indem man den Bogen PP; durch — 
die Gerade PP, ersetzt und zunachst den Flacheninhalt — x 
des geradlinigen Dreiecks POP; berechnet. Fiir diesen “is 


in(4g) = $r(r + Ar) —— 


sin (49) 
AQ. 
Ap g 


Der Unterschied zwischen dem Kurvensektor POP, 
und dem Dreieck POP; ist ein Segment iiber der Sehne 
PP,, das eine unendlich kleine Gréfe héherer Ordnung 
wird und deshalb vernachlassigt werden darf, wenn 4g 
verschwindend klein wird. Dann gehen auch die Gréfen 
QP; gleich 4r und 4S bezw. in die verschwindend kleinen 
Gréfen dr und dS iiber, und man erhilt 


cay . sin(4@) 
l Hye pe 
pe TAN ee 
| d8 = 4r'dg 
Q 
S= 4 /r'dg, 


wobei ~ XOA =a und { YOP= gesetzt ist. 
Gewoéhnlich wird bei den Anwendungen auch die 
obere Grenze » einen konstanten Wert @ haben, welcher 
dem Radius vektor OB (Fig. 43) entspricht. 


Fi 


_ nacblassigung unendlich kleiner _ 


4 


& lich unter Vernachlassigung der 


.. ist fiir das Gesetz der Teilung 


er dlich eae mneddlich pane, GréBen betrachtet wer dane 
x Teilt man namlich den Winkel AOB nach einem bestimm- 
_ ten Gesetze in m (gleiche oder 

~ ungleiche) Teile, so wird auch 
_ der Sektor AOB in n Teile zer- 


legt (Fig. 43), von denen man — 
jeden einzelnen POP, unter Ver- 


Groen héherer Ordnung, nim- 
Dreiecke PQPi, als einen Kreis-— 


sektor mit dem Flaicheninhalte 
4r°dp betrachten kann. Dabei 


die Voraussetzung gemacht, dah, “0 
wenn die Anzahl m der Sektoren unendlich gro8 wird, die ein- 


zelnen Sektoren gleichzeitig simtlich unendlich klein werden. 


Durch Summierung aller dieser unendlich kleinen Sek- 
toren findet man fiir den Flicheninhalt des ganzen Sektors 


(6.) S=4/rdg. 


Ubungs- Aufgaben. 
Aufgabe 1. Man soll den Flacheninhalt des Sektors 
P,OP> bei der Archimedischen Spirale (D.-R., Seite 494) 


(7) r= agp 


berechnen (Fig. 44). Fig. 44. 
Auflisung. Nach Gleichung 
(6.) ist in diesem Falle 


g f2 

fe on 
8.) S= 2 fra = 5 [ody 

pr G1 
a am 1/5 4 8¢n.8 
A [g' te, 6a” ~2° —a’gy”), 
also 
peed tase P52 

(9.) S= Ba 


ee 


oc at Aaa Mi 


oR Oecd 


(0), 
berechnen. 


7 gehenden fan 5 erhilt 1 man hier = = : = =e 


G2 = = 
(11.) S =; rdp = nia a 


fA E ~t 


wien 


ae gintt bi a%(qaentt — gy2nth) 
sins See 
Fig. 45. Aufgabe 3. Man soll den Flache 


inhalt des Sektors POP» bei der log 
rithmischen Spirale (D.- -R,, Seite eo a 


0D) eS pee ee 
berechnen (Fig. 45). is ee 3 
Auflésung. Aus: Gleichung 6) 


facet trol ) 
CT tee 


x 


— erhalt man in- diesem. -Falle: —<—-.--= 3 
é ae 
Aj eS reife = _fomie 
(gr) ae 
oh 1 = (P2 
20 —-_ Fp2agq 
| =; mak vd(2ag) = 3 [earl 
Fig. 46. (pr) 
_Y also ae 
(14.) eS 5, (ean — 7291) = fee : 
= 4a 


Aufgabe 4. Die Gleichung 


(15.) (ee eee 
0 oder 


(15a.) 


a 

r= — a 
neat f GE 

cos ( e) 

C stellt nach D.-R., Seite 502 eine Parabel dar 

(Fig.46); man soll das Segment BCA berechnen. 


- 
” 


1 as 
ret 
_ > 


eae - Autasung, Aus Gieciwng (5a) folgt. in diesem Falle- 3 


vi-~ 

ag ee ag 
- 

= 

oe! 


a f _ as bee Pre: d cs : ae 
eae 5 — 2 = — Zp a = 


dur, wenn man 


3 Seotst maid Formel Nr. 61 der Tabelle beriicksichtigt, = 


C3 
f #7 +4 a 


“any Sa seat — 91/0. + tau 


z 2 4 
=a at{tgt + He ONE ara as 
ee ie es 


Aufgabe 5. Man soll den Flaicheninhalt der Kardioide ss 
(D.-R., Seite 501) mit der Gleichung : 
‘ 18 : 3 g rl << 
(18.) Se Ie eos(4), 2 

oder Fig. 47. . 


(183.)-: ¢.== acos*($ 


LA 


ree asec wee ee 


¥ 
ea 


hagas 
a4 
x 


Tr. 


berechnen (Fig. 47). 
Auflisung. Setzt man 
. gp = 2t, 


so wird zunichst mit Riick- 
sicht auf Formel Nr. 102 der 
Tabelle 


: Or i . 
(19.) = ‘ / rdgp = 5 oost($ ay == g" [cost dt 
O 0 6 


° t 
= a*[Lcos*tsint + jcostsint + 3t],, 
also 


(0) S= . [200s $)sin(S) fe 3cos($ )sin(5) + a3]: 


Kiepert, Integral- Rechnung. 10 


(21 ) 


die Halfte des ‘gesuchten Flacheninhalts, fiir welchen : man 


- daher : “a 

22. = Bain a 

a — erhailt. “Der Flicheninhalt der Krista verhiilt sich also _ 
“S _ zum Flicheninhalt des Kreises Sige dem Halbmesser a wie By. 
ea 3 zu 8. " . . “3 
-— Aufgabe 6. Man si aa Flacheninhalt ae Lenwianies E 
Pig ; ge (D.-R., Seite 500) berechnen ~~ 
~ (Fig 48). 


- Auflésung. Die Gleichong 3 
4 der Lemniskate ist. 


23.) = a®cos(2g), 


folglich wird ~ 
: © : 
(24) S=— srs = = 5 [oxeas = — : cos 29)d29) 


ee ere “ep  @? 
rz . [sin(29)],, - Be aiao) oe 
Den vierten Teil (Quadranten) der Lemniskate erhalt — 


SL Pa, Seema, 
man, wenn g von 0 bis =; also 2g von O bis — wichst, 


+ 2 
folglich wird der Flacheninhalt ‘der ganzen Lemniskate 
(25.) 1 a’sin(?) =e 


Aufgabe 7, Man soll den Sektor AOP der gleich- 
seitigen Hyperbel 


(26.) «® — y® = a?, oder nach D.-R., Seite 501 r2cos(2p) = a? 
berechnen (Fig. 49). 


- putting ie diesem Falle wird ees K 
ae i ; es 
6a) r2 tee a : ; a Fig. 49. F ey . 


Y 


cos(2g) 
also a 


(QT) 8= -5 [res 
sy 
“ 


e ; e 3 do é 
= 2 J cos(2¢) 


‘ (—) z 
-. af a d(29) ; 34 
= ~ 4 J cos (29) a 
5 ANE , “5 

Dies gibt nach Formel Nr. 48 der Tabelle es? 
4 Bie is I ae a 
Soin le ca. 


Aufgabe 8. Die Gleichung des Foliwm Cartesii (D.-R., Meo. 
Seite 394) war fiir rechtwinklige Koordinaten 


© (29,) e+ y— sary =0; - 
| man soll den Flacheninhalt der Schleife berechnen (Fig. 50). J 
Auflésung. Bei Anwen- Fig. 50. 


¥, 


dung rechtwinkliger Koordi- 
naten mite man dié kubische 
Gleichung (29.) nach y auf- 
loésen und erhielte einen Aus- 
druck fiir y/— y”, dessen In- 
tegration grofe Schwierigkei- 
ten bereiten wiirde. Fiihrt 
man dagegen durch die Glei- 
chungen 
(30.) x =reosy, y=rsing 
Polarkoordinaten ein, so geht Gleichung (29.) tiber in 
3asin p cosp 
Mea Efe cos’ + sin’g 

Da der Kurvenpunkt P die Schleife durchlauft, wenn 


g die Werte von 0 bis 5 annimmt, so findet man fiir den 


gesuchten Flacheninhalt 
10* 


=o uae sesigae a eee 
ae + sin’)? : . 


achtet, daf : 
vy) = . 
. cos’@ = aan 
ist, SS SR 
a 9 i) d(tgg) 9 a : 2 
sf ’pd(tgg) _ 9a 
= 3 Ja + tg'oF ~ alate BOE 


wobel tgp mit t Ne ist. - aa man noch 
1+8=2, also 3fdt = dz, 
so wird 


3tdt ape ES re 
Ge JO+ -(% =f Se 


folglich ist =e 
Glos z 


oy 6-9-1, 9 ree), 


Der Flicheninhalt der Schleife ist also dreimal so gro 


wie der Flicheninhalt des Dreiecks AOB. = 


§ 23. 
Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu 
Polarkoordinaten. 


(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 135.) 
Ist eine Kurve durch die Gleichungen 
(1.) c= pt), y= y(t) 
gegeben, so fiihrt man zur Berechnung des von ihr ein- 


geschlossenen Flacheninhalts hiufig mit gutem Erfolge 
Polarkoordinaten ein. Aus den Gleichungen 


dem eee ce steht, “durch "cost dividiert und re- =e 


=O) 


y=rsing — 


& = rcosp, eee. 
- findet man namlich a : a 
ae OS ; tgp = 2, ; . 2 fa 
we dp. dy — yd ee a 
4. Pee ee eee 5 oe 
@) . cos’g ge : ae 
und wenn man diese Gleichung mit~ ke i 
reospy = x? ot 
_ multipliziert, a 
5. = ady — ydx = ae 
6)  -Pdg = ady — yd = (Ca oy at. Re 
Dadurch geht Formel Nr. 134 der Tabelle tiber in 
(8) 
Fas eee ef op 1 (7 dy d 2 
(6) San (phe tc a (et ydx) = mG a Ya dt. 
| Ubungs - Aufgaben. 
Aufgabe 1. Man soll den Sektor AOP der gleichseitigen AS 
Hyperbel mit den Gleichungen ie 


7.) «v=aSoju, y=aSinu (also Pe —y= = a?) | 
berechnen (Fig. 49 auf Seite 147). = 
Auflisung. Aus den Gleichungen (7.) foigt 


8) : dx=aGinu.du, dy = aGoju.du, 
also ; 
(9.) xdy — ydx = a*(Cvj*u — Sin’u)du = a*du, 
(10.) 8 = 5 fedy — yaz) =F du =o. 

0 5 
Fiir a gleich 1 wird deshalb 
(11.) us = 28, 


d.h. uw ist der doppelte Flacheninhalt des Sektors AOP, 
wie schon in § 29, Seite 144 der Differential-Rechnung 
hervorgehoben wurde. 

Dieses Resultat stimmt auch mit dem in Aufgabe 7 
des vorhergehenden Paragraphen gefundenen tiberein, denn 
aus den Gleichungen 


a) 
folgt 


(13,) 4 RS ee tu ‘eo, es ea 4 

+ tgp =e Be 14+ Igu * Gohiet Giaw a a 
ad = ee es tee. ee Se! x : 
Tabelle be ** 
(15.) Cofu + Cine =e Cour — Ginu = a, — * 
deshalb geht Gleichung (14.) tiber in oak a Soa 

pee SOU ae : : | 
wy eGt)-Snm 
folglich wird <5 
paler I 
(17.) In lie(Z =f °)) = aus 
Be atu 

(18, s=Fin[te(F+9)) =" 


Aufgabe 2. Man soll den Sektor AOP der Krets- 
evolvente (D.-R., Seite 429) mit den Gleichungen 


Fig. 51. (19) x = a(cost + tsint), 


y = a(sint — tcost) 
berechnen (Fig. 51). 
Auflésung. Aus den Glei- 

chungen (19.) findet man 
20) ax = SOS 

dy = atsint dt, 
folglich wird 
(21, xdy — ydx = a*t*dt, 


id 
2 248 
(22.) S= 3 feat = a = AOP 


0 


——<—e 23. Quadratur der Kurven. 


. Aufgabe 3. Man soll den 
_. Flacheninhalt der Astroide mit 


(25.) xdy—ydx see Se aey sin*t cos*t)dt = 3a? sin*t cos”t dt, 


den Gleichungen pe 
23.) a2 = acos*, y = asin a 

4 berechnen (Fig. 52). ae 
2 Auflésung. Aus den Glei- -$28 

_ chungen (23.) findet man = 

dx = — 3acos*t sintdt Re 

4 (24.) | oe i ? ‘2 
: : dy = + 3asin*tcostdt, =~ 

. folglich wird : “4 

ff 

(26) 7. = ae  fiattonteat = BT 8 N+ z: 

oder ee 

342 () ‘2 

(27.) —_ = an cost . dt = 6 @ five (2t)d(2t). an 


— 
Dies ae nach Formel Nr. 100 der Tabelle 


3a? 
ku) fet a eae in(2#)cos(2t) + f= 16 [¢ — 4sin(4#)]. 
n Fig. 53. 
Fur ‘t= 9 erhalt man 
den Sektor AOB, d.h. den 
vierten Teil der Astroide, c 


folglich ist der Flachen- 
inhalt der ganzen Astroide 
in Ubereinstimmung mit 
Aufgabe 11 in § 19 

3a°x 


(29.) F = ARS. 7 


Aufgabe 4. Man soll 
den Flacheninhalt der Hp- 
zyklaiden mit den Gleichungen 
(30.) x = al{mcost —cos(mt)], y = a[msint — sin(mt)] 
berechnen (Fig. 53, vergl. D.-R., Seite 423). 


| Aufiosung. se) den Gleichungen 30.) 1 
ofS.) dae = mal— sint + sin(mf) dt, ay = ee 


(82.) aye - yd = = mat{(m ss 1)—(m + 44) cosine = a 
= mm + 1)a?[1 — cos(nt)]dt. Se 
Dies gibt fiir den Sektor AOP Ses aa 


BEES . = Gat nea 
(33 ) S mee | is — cos(nt)|dt 
0 = = + 
ee = 1)a? 1 
nee —- sin(nt)) 


Wenn der Sektor ca einmaliges Abrollen des rollen- 
den Kreises entstanden ist, wenn es sich also um den Sektor ‘e 
AOBC handelt, so hat man den Mine des rollen- | 
den Kreises | = 


nt = 2x, also t= 


ie 
i 


zu setzen und erhilt SS 


4) ga Mime Dee tin + Mee yop 


n n = 

Ist n eine ganze Zahl, so schlieft sich die Kurve, und 
die ganze Flache besteht genau aus m solchen Sektoren; in — 
diesem Falle wird also der Flacheninhalt der Epizykloide — 


=e 
= 
2 
= 
3 


(85.) F=n.AOBO =(n+ 1)(n + 2Qaex. 

Ist z. B. 2 =6, wie es in Figur 53 der Fall ist, so 
wird 
(36.) F = 56a’x. 


Fir n =1 ist die Epizykloide eine Kardee. deren 
Flacheninhalt demnach 
(37.) Piss 6477 
ist. Dieses Resultat stimmt mit den in § 21, Aufgabe 6 
und in § 22, Aufgabe 5 gefundenen tiberein; nur war in 
dem zweiten Falle der Halbmesser a viermal gréfer als in 
den hier benutzten Gleichungen. 


Aufgabe 5. Man soll den Flacheninhalt der Hypo- 
zykloiden mit den Gleichungen 


- igh Esa el 
1% 


atur d 


2 = almcost + cos 
berechnen (Fig 54. 
‘4 : ati - -Auflésung. Aus den Gleichungen (38, folgt 
gene { dx = ma[— sint — sin(mt)jdt, 
sg ere ma|cost — cos(mt)|dt , 


also, wenn man beachtet, daf hier m = n —1 zu setzen ist, 


4 (40.) ady — ydx = ma?[(m — 1) — (m — 1)cos(nt)|dt 

a . = mim — 1)a?[1 — cos(nt)]at, 

4 folglich wird Ea . 
4 teas ©. S= ce Sea fe — cos(nt)|dt- 

: alg : 2 x 

x wh ay 

pe = Se [? oe sin(nt)] = AOP. 

- 4 n : 
Wenn der Sektor durch einmaliges Abrollen des rollen- 
_ den Kreises entstanden ist, so hat man den Walzungswinkel 
_ dieses Kreises 


- ap 
nt = 27, Asda et eee 
n 


zu setzen; dann wird 
cots 
2) fas ee. 
n 
_ (n—1)(n—2)a?x 
fe n 
= AOBD. 

Ist n eine ganze . 
Zahl, so schlieBt sich die 
Kurve, und man erhilt 
fir den Flacheninhalt 
der ganzen Hypozykloide 
(43.) F=n.AOBD = (n— 1)(n — 2)ax. 

Fiir den in Figur 54 beriicksichtigten Fall ist 


(44.) m=3 und = 2a*x, 


. 4 
” € 
pede 5 * 


(mt), y = almsint — sin(mt) cs 


in , Chcieuati on = saga 


* eehe 8 3 in diesem Paragraphen _ ae 


45) ee os Fe = Sts 


-viermal kleiner als dort. 


- 


" 
‘ 


aera 


oe, 


ee 


ar 


/ 


eG) 


VI. Abschnitt. 


Kubatur der Rotationskérper. 


§ 24. 


-Berechnutg des Volumens eines Rotationskérpers. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 136 bis 138.) 


7 


Eine Kurve (Fig. 55) mit der Gleichung 
y = f(2) 


rotiere um die X-Achse, dann beschreibt jeder Punkt der 
Kurve ginen Kreis. Um das Volumen V des Korpers zu 
_ berechnen, welcher bei 


der Rotation von der 
Figur A,QPA_ beschrie- 
ben wird, ,beachte man 
zunachst, da V eine Funk- 
tion von z ist. Wenn 
nimlich OQ =x um die 
GréBe QQ: = 4x wichst, 
so wachst auch V um den 
von dem Viereck QQ: PiP 
beschriebenen Rotations- 
kérper 4V. Dabei ist 4V 


Fig. 55. 


grifer als der von dem Rechteck QQ:RP bei der Rotation 
beschriebene Zylinder y2x . 4x und kleimer als der von dem 
Rechteck QQ:P,R; bei der Rotation beschriebene Zylinder 


yi2x . 4x; es ist daher 


(2.) yx. 42S AV Syn. Ax. 


oo . 
: aN 
Ree io 
= =. 
aie 
% = 
= a 
ta = 
a 
# 
4 
R 4 
g 
Ri 
AG 
a] 
Pe 


wh 


WL as aes 


diesem Intervalle fiillt, so. wird 
(3.) = yr. AL = 4 V= yen. fe. bed 
 Steigt und fallt die Kurve in dem [ntervails vol 
bis. P, abwechselnd (vergl. Fig. By, 80. sei y/ die 


des héchsten Punktes H und y” die Ordinate de st f 
Punktes 7, dann wird 


(4.) ee ee AV= vee An. 


Da nun fiir imvr = 0 


x 

In dieser Ungleichung sind die beiden. orerconeat ‘ 
Ungleichungen (2.) und (3.) als besondere Falle ge ee 4 
Indem man die ‘Ungleichung ays durch Ax Sia Gler es: er- a 
halt man : eS 2 
; ScSae noe 

(5.) ee panes a 


limy/ = = Tiny = . : a 


wird, so folgt hieraus : SeGe 


: & 
(6.) = = yx, -oder= a V = pada: 
dies gibt 
(7.) V=2fydz, 


wobei die untere Grenze a die Abszisse 0A, des Kurven-- 
punktes A ist, denn fiir x gleich a wird das Volumen des 
Kérpers gleich Null. 

Gewohnlich wird man auch fir die obere Grenze einen 
konstanten Wert 6 einsetzen miissen, so daf man erhalt 


2 
(8.) V=2 fyrda. 


Auch dieses Integral kann man als eine Summe von 
unendlich vielen, unendlich kleinen GréBen ansehen. Zer- 
legt man niimlich die ebene Figur A;B,BA durch Parallele 


wos 


Sicunsta® sae “Rotationskirper. 


= 


ear WA ches 3 in n Streifen, die alle verschwindend Klein _ 


e werden, wenn » ins Unbegrenzte wichst (Fig. 56), so be- 


B; 


schreiben bei der Rotation die Ordinaten GPE Gili, = 
_ Ebenen, welche auf der Rotations-Achse senkrecht stehen. 


Durch diese Ebenen wird der Rotationskérper, wenn die 
Ordinaten einander immer naher riicken, in unendlich viele, 


unendlich diinne ,,Schichten“ oder ,Scheiben‘ zerlegt, deren 


Summe gleich dem gesuchten Volumen V ist. Man darf 


_ jeden dieser Streifen QQ,P P als ein Rechteck, jede dieser 


Scheiben also als einen Zylinder betrachten, denn die 
kleinen Dreiecke PRP;, welche dabei vernachlassigt wer- 
den, beschreiben bei der Ro- 
tation ringformige Korper, - 
deren Volumina im Vergleich 
za dem Volumen der ganzen 
Scheiben unendlich kleine Gré- 
Ben hiherer Ordnung sind. 

Das Volumen des unend- 
lich flachen Zylinders, welcher 
bei der Rotation von dem 
Rechteck QQ: RP beschrieben 
wird, ist 


Fig. 56. 


ya .dx, 

wenn man die Hohe dx des Zylinders sogleich verschwin- 
dend klein annimmt. Man nennt diese Gréfe y?xdx das 
»Volumen-Element“ des Rotationskérpers. Die Summe aller 
dieser unendlich vielen, unendlich flachen Zylinder (Vo- 
lumen-Elemente) gibt dann das gesuchte Volumen des Ro- 
tationskérpers, naimlich in Ubereinstimmung. mit Glei- 
chung (8.) 


b 
Y= x fydz. 


In dhnlicher Weise findet man auch das Volumen 
eines Rotationskérpers, bei welchem die Y-Achse die Ro- 
tationsachse ist; nur mu man in diesem Falle x und y 
miteinander vertauschen, so dai man 


eae § 24, Kubatur: der Rota 


+> 


sh! on 
a 


ve afoiy = er eo 


erhalt. dis ist dabei zu beach 


inderliche ist, und dab sant dent aa 
halb erst. integrieren kann, nach- 
dem man in Gleichung 9) a als 
Funktion von y dargestellt hat, 
wihrend in Gleichung (8) x die . 
Integrations -Verinderliche war. 
Um dies anzudeuten, mégen 
X die Integrationsgrenzen a@ und b 
: 3 in Gleichung (8.), da sie ‘besondere : 
= Werte von x sind, mit a, und 2x, bezeichnet werden; und 
| ebenso mégen in Gictshute (9.) die Integrationsgrenzen c 
und d, da sie besondere Werte von y sind, mit y; und ye 
Ms Horslslinet werden. 


Man erhalt daher 
(10.) =X cSyide, 


wenn die X-Achse die Rotations hehe ist, und > 


a1) = aa. 
3 nA 
= ‘wenn die Y-Achse die Rotations-Achse ist. 
| Fig. 58. Durch Verlegung der Ko- 


- ordinaten-Achsen kann man 
es immer erreichen, daf die 
X-Achse oder die Y-Achse 
mit der Rotations-Achse zu- 
sammenfallt. Ist zB. in 
Figur 58 die Gerade C,D,; mit 
der Gleichung 


AB BaF 


Rotations -Achse, so verschiebe 
man die ¥iAchee parallel mit sich um die Strecke OA gleich 
a, indem man 


(12.) f | ae = xfidy — = afi —a)'dy .* 


Die Bakar des Volumens der Kérper nennt man 
»Kubatur der Korper“. 


ere oe ae es 
Ubungs - Aufgaben. 


Aufgabe1. Ein gerader Kreiskegel, dessen Grundkreis 
den Halbmesser a hat, und dessen Hohe gleich h ist, ent- 


steht, indem ein rechtwinkliges Dreieck OCA (Fig. 9) um 


die aE A Ghie rotiert; man soll 


Fig. 59. 
das Volumen des Kegels be-  y C 
“rechnen. 
Auflisung. In dem recht- 
winkligen Dreieck OCA ist die 
Kathete OC gleich h, und die : - 


andere Kathete CA gleich a, 
folglich hat die Hypotenuse 


OA die Gleichung 


ax 


(1.) eres 


Das Volumen des Kegels wird daher nach Formel 
Nr. 136 der Tabelle 


h h 
° 2 
(2.) Vi= free: — ad foac, 
f 6 
also 
: _ expat) _ aah 
@) =Fls|-"3 


Aufgabe 2, Ein abgestumpfter gerader Kreiskegel habe 


die Héhe h und sei begrenzt durch die beiden Kreise- mit 


\ 


Lites 159 ios a: 
L= 2 +4, oder 2/=2—a 


a Halbmessera® a, und a; 
Kegelstumpfes berechnen. : 
Fig. 60. 


OD 
(| 


= tee De ‘egel- 
tumpt oe durch Ro-- = 


hs mit der z: eis. und OA; 
gleich a; mit der. Y-Ach 
 gusammenfillt. Die Glei- _ 
chung der etaden A,As ‘ist 
daher — ; 


* 


a2 — ay 


(4.)— (a a « = a, eS. ; oe . a 
=< folglich wird 


h h a as - 

SSS ee fs ey es 

6) V= [irae =x f [ea — OS Les ee +a: ae 
6 Spo SS 


= 


aa = = : 
= *[“ ia +38 Helen a: ad . = 


0 5 
= ak [(@2 — a1)? + 3(a2 — ajar + 3ay’], 


also 


(6.)- Vs ae a (ar + aya2 + ay?). 


Aufgabe 3. Der Halbmesser einer Kugel sei a; man 
soll das Volumen einer Kugelschicht berechnen, welche unten 
Fig. 61. und oben von zwei Krei- 

sen mit den Halbmessern — 
B x, und a begrenzt ist 


und die Hohe A hat. 


Auflésung. Die Kugel- 

schicht entsteht (Fig. 61) 

4. durch Rotation der Fi- 

gur R,P;P,Rz- um die 

Y-Achse, wobei P,P: der ‘Bogen eines Kreises mit der 
Gleichung 


x. ; * 

(8) y op sponte ; 
ae tere - 7 ores 
; also ss Pe ie ret 

a7 l= Bee Eat toe 


-“ < osu [30 — yy? = yy2 — — yf 


a [32 —ys) + 3? —yr") + (y2? —2yry2+ yr"). 


Nun ist aber 


Bi ea. 


(10.) Y—W=h, yP— wy + y= Mh, 
und nach Gleichung (7.) 


ot 5 lid 


2 9 5 > 9 
a — yy = zy", a? — yo? = 2”, 


i 8 i bon 


folglich wird 
(11,) pase (Bay? 4 83a? + 22). 


Setzt man in ae (8.) y: gleich 0 und y2 gleich 
a. so geht die Kugelschicht in die Halbkugel iiber, so daf 
man fiir das Volumen der ganzen Kugel 


: y tax 
2 = Ax \ay — %-| = 
(12.) Vas Bn E Yy ; | 3 
or Fig. 62 
erhalt. 7: y 


Aufgabe 4. Die Parabel OP 
mit der Gleichung 
(13. y” = Wx 


rotiere um die X-Achse (Fig. 62); 
man soll das Volumen des von 
der Figur OQP_ beschriebenen 
Rotations-Paraboloids berechnen. 
Kiepert, Integral- Rechnung. : 11 


= 


| 162g 25, Ku 


1A) Tan a gg Une rae 
pe ae * aos 2px ae =o 


~ boloids ist halb so grok wie der von. dem- entsprechenden 3 


= tie Gs: 


Auflisung. Nach Formel Nr. 136 


x ' . 


Dies gibt den Satz: Das Volumen des Rotations-Para- 


Rechteck OQPR mit den Seiten x und y be der Rotation i 


beschriebene Zylinder.- < Sete eee 
._ Fir x gleich y wird ee aa < 
8 ae aes 

(15). SEV ae oe ee 
Fig. 63. a _ Beschreibt man uber, = 


einem Kreise mit dem Halb- 
messer x einen Zylinder 
mit der Hohe zx, eine Halb- — 
kugel, ein Rotations - Para- 
boloid und einen Kegel mit 
der Héhe a (Fig. 63), so 
sind die Volumina dieser 
vier Kérper bezw. 

29 = ie ee 
4 Saye Taye 


pone, 


Cr peiesereta 


_ sie verhalten sich daher zueinander wie 


ise: Foss tte ek 
Aufgabe 5. Rotiert eine Ellipse mit der Gleichung 


Fig. 64. x2 2 
G6) - = 8 - 


oder 
2 
(6a) y= @? — 2) 


um die grofe Achse (Fig. 64), 
so heifit der dabei beschrie- 
bene Rotationskérper _léing- 
liches Rotations - Ellipsoid«; 
man soll das Volumen der ‘Schicht berechnen, welche bei 
der Rotation von der Figur Q,Q2P2P; beschrieben wird. 


eae Nach Formol Nr. 136 der “Tabelle wird iiss 
diesem Falle i | 


sane ra Bex 2 
(17,) © v= = pes == ae 2 )dz = 2 [are mae | 
. a it 
aay 


2 


f me -— ‘i 
ies mee, (3a? — aro? — aya» — 21,2), 
(iva) V= oes Ba — 22°) ee ee — 23?) 


i ie 
+2 tena, | 

oder, wenn man die Héhe x, — 2, der Schicht wieder mit 

h bezeichnet und Gleichung (16a.) beachtet, . 


; 27,2 
a8) | V=" (ay2 + 892 +), 


Fiir y; gleich 0, yo gleich 0, h gleich 2a erhalt man 
das Volumen des ganzen Rotations-Ellipsoids, namlich 


(19.) : v=—5 


Aufgabe 6. Rotiert eine Ellipse mit der Gleichung 


2 “ 
go) 74% =1, gh 
- B 
oder Pe 
2 
(20a) 2= 73 (02 — y?) , 


um die klemme Achse, so heiBt 

der dabei beschriebene Rota- 

tionskérper,,Sphdroid (Fig. 65); 

man soll das Volumen der 

Schicht berechnen, welche bei der Rotation durch die Figur 
RP; P2R. beschrieben wird. 


Auflésung. In ahnlicher Weise wie bei der vorher- 


gehenden Aufgabe findet man hier 
: 11* 


Bee i Ay Goes 
— “ << 


= a ae San? *) 


(23,) 


es see ees 
—— pot So 


um die X-Achse, so. entsteht das ,zweischalige te 
Hyperbolord (Fig. 66); man soll das Volumen einer Schicht — 
— ee Korpers berechnen. 5 Se eee oes 
‘Fig. 66. = => 
eae ce ataer pee 


ns 


Fah tos 
Ne aw re 
Ph ' , 
1 ee T 


me 


4 

f 

Lait tar) 
Pe Me PTA oP 
LAT Pra rn le 


ei, 
+5 Ot™ 


; 


(24.) 
b?x(x2 — 2}) 
= eas: (ao? + ayx2 + x1? — 3a?) 
= Kon — a) (8 a 
= ae + ee — a) 3 
b2 
wae at a2 (2 = x1) AR 
. 4 
aa 


; a ee Parathi man x — a “mit h bezeichnet and d Gleichung 
83) sae: : 


4 Pi ee _ hx Bap.2 - 2 bh* 
oy v= ae 

F. oS. 2 Fix ' 

<-> =a, y=0; 2= 2, y=—y; h=xr—a 


- erhilt man das Volumen des Kérpers, der bei der Rotation 
- von der Figur A,QP beschrieben wird, naémlich — 


es. ) Wa (x a" — ayn “| 8y Be ba — of bx — — a). (x 4 2a). 


_ e babe — i 


@ Ba 
Aufgabe 8. Rotiert eine Hyperbel mit der Gleichung 
; we , y? Fig. 67. 
en) 5-#=1, 


oder 


(27a) a = 55 aC BP) 


um die ees so entsteht 
das ,,einschalige Rotations- 

Hyperboloid“ (Fig. 67); man 

soll das Volumen einer Schicht 
dieses Kérpers berechnen. 


Auf iar Hier ist 


Vey eee 


8) Vv ~ x fea fide ae 1 Pay =* a(S + ey ] 
n Hr = 
2 Kaci. 
= SY yt + nye + 92 + 80, 
oder 


a9) v= coe (ys? +e 4e fyi +h) 


— = (y2 — ns? | . 


Bezeichnet man die Hohe y2 — y, der Schicht wieder 


mit f, so wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (27a.) 


hx ee CHEN 
(30, V = (80) + 3a —“r) 


166 g 25, Kubatur der E 
» ta SEs 4° " 


a = =a, n= Ey 05 iy = By y= te way 
erhalt man das Volumen des Korpers, der bei. der I 
der Figur . OAPR. um die Ea —— beschrieben award z 


ss 


namlich Teas 
. Ri. se 


) @1) va e ym * (302 = 3 ef) _ omy & + 2). 


Aufgahe 9. Man soll das Volumen ies ‘Keupérs be- 
rechnen, welcher durch Rotation der Kettenlinie um ae 
X-Achse entsteht (Fig. 68). <es 

Auflésung. Die Gleichung der Kettenlinie. ‘ist. 


4 oe Pa 


Fig. 68. is Peat i) ak 


: - : ; Na 
folgich wird — 
: Dp : Tp = 
(33.) V= [pdx = ox Gop (2) ax. 
4 x ‘ © 
een” also. 2 = at, da = adt, 
so erhailt man nach Formel Nr. 113 der Tabelle 
: (22) 14” 
(34) V= ax ii Gonj2tdt = aa | Soft Sint +5 5] 
(zy) (1) 
fe : x sy etd eo a 
=o | aGoj(*): aSin(~ + ac| — > Be WVP—@ +02 : 
at at 


Daraus a, wenn 2 und 22 beide positiv sind, 


(34a.) Voss 35 ly ly Vye — a> — yy Vy? — a? + a(x — x). 


ae 25. “Kabatur der Su ine ates vhige: jean te “167 ee 


Wird daeeeen x, negativ, wie es in Figur 68 der Fall _ 


x ist, $0 wird ~ 


(84b.) Va nV — e+ War anes sey 
Fir 1 =0, y= a; m=2, jo=y erhilt ‘man 
(35.) v=o Wy —@- az). 


Aufgabe 10. Man soll das Volumen des Kérpers _be- 
rechnen, welcher durch Rotation der Zykloide um die 


_X-Achseentsteht(Fig. 69). ts ig 00; 


“Auflésung. DieGlei- H 
chungen der Zykloide 


sind 


J x= at — ruth 
sa \y =a(1—cost); 0 
d. h. x und y sind beide 
als Funktionen einer drit- 
ten Veranderlichen ¢ dar- 
gestellt; deshalb wird es zweckmifig sein, ¢ als Integra- 
tions-Verianderliche einzufiihren. 
Dies gibt 


(37,) dx = a1 — cost)dt, 


also, wenn der Korper durch Rotation der. Figur O0QP 
entsteht, 


z t 
(38.) V=z Sydx = Ox, Sa — cost)*dt 
0 0 
t 
= ax SA — 8cost + 3cos*t — cos*t)dt, 
0 


folglich wird nach den Formeln Nr. 10, 13, 99 und 54 der 

Tabelle : 

(39.) V = a®x(t — 3sint + $sintcost + 3t — sint + 4sin*t) 
= ax[zt + sint(—4 + cost + }sin%)]. 

Fiir ¢ = 2a erhdlt man das Volumen des Korpers, 
welcher durch Rotation der ganzen Zykloide OAHP ent- 
steht, niémlich 
(40.) V = dain? 


* 


ae 68 g 5%. | Kubatur er ] 
Aufgabe 1. ae ‘soll ‘das Vv ume 
rechnen, welcher durch Rotation der 
X-Achse entsteht (Fig. 7 0). 


Fig. 70. 


an (41,) C= - acostt, = ae ee 


folglich ist, wenn man wiede 
t zur Integrations - - Verander 
lichen macht und zunachst 
den Koérper berechnet, welcher 
durch Rotation det Higt 
OQPB entsteht, 


(42.) dx = — = OacOet sintdt, = 

| z 2s a 
(43.) V=2/y-dz = — San ain't cost sint dt & 
Q 54 Sees 2 


@) : Se 
= 8a°x J 1 — cost} cost . ee ee 


Setzt man also 


ples) 


heats 


cost = 2, > 


so wird, wenn man beachtet, daf cos(5) gleich O ist, 
(44) V= 8a8x /(22 — Bet + 82° — a5)dz 
: ; 
G 5 oa : 
= 3,8. a Be ane = =) 


7 (105 cos*t — 189 cost ats 185 cost — SB cos"). 


ie 


Fiir t gleich 0 erhiilt man das Volumen des Korpers, 
welcher bei der Rotation von dem Quadranten OAB be- 
schrieben wird, folglich ist das Volumen des ganzen Ro- 
tationskérpers 


err 9 ax Sepe 32a2x 
45. Coe 6s 25 
(45.) 105 (105 189 + 135 35) = 5 


+ = 


— TT: 


om welcher durch Rotation der Zissoide um die 
_ X-Achse entsteht (Fig. 71). 


Pistaabe 12, Man soll das olanei des tas fe: 


_ Auflésung. Die Gleichungen der Zis- Fig. 71. a 

seas: sind - ; iss 

: 2asin®g “7 

ee ee “Oa oe Be 
uae t= 2asin Py YY ~ cos . . ae 

folglich wird -” # 
(47) dz = dasing cosgdg, . = 
: ee eat p> 

(48) V=x [yea == Thala | ‘sin‘gdg | “a 
foe : COS a 
aD) : 0 ad 
Setzt man also e 
(49.) cosp=t, sin’g = 1—?, % 
singdg = — dt, 3 

so wird A 
und man erhalt Re: 
t a 
2 = ap eS 
(50.) V = — 16a*x lacey. x x 
: 
== 100) a p90¢—6 dt ‘a 
t ae 
Sa oer : 
Th ty B23 3 

= — 16a aint — + t 3] | 

Se (— 121nt + 18#2 — 9# + 2¢° — 11). 
Nun ist 2 
2a—ax 


(51) t? = cos’g = 1 — sin’ = 


iti) 


2a = 
— 48a?Int = — 2408ln(t2) = + 24a'In(5 —“_), 

+ 7203 = 36a7(2a — x) = 720° — 36a°x, 

— 36a5t4 = — 9a(2a — x? = — 36a° 4+ 36a°x — Yaz’, 


+ 8a%t® — 44a = (2a — x) — 440° 
= — 36a® — 12a0’x + bax? — x’, 


“410 io 6 25. - Kubatur der Roaosktrer 


- folglich wird Lie = - 


Oe Ne a =a amt 5 Bax? - a ao 


rechnen, der ae Raaioe der Tiseoie um die je Aaymptate 


3 mit der Gleichung x = 2a entsteht (Fig. Nips Soe eee 
ie . Auflésung. Zundichst moge- Be 
* das Volumen des Kérpers be- = 


rechnet werden, welcher bei : 
der Rotation von der Figur 
OASP beschrieben wird. Nach 
Formel Nr. 138 der Tabelle = 
findet man, wenn man in die-— 
sem Falle a mit 2a vertauscht, a 


(63) V=2 Se —2ajay. 


Dabei folat aus den Glei- 
chungen (46.) 


: 2 —2a= eae 
54 
ae | dy = —— oe + sin’g)sin’gdq, 
cos*p 
also 
Y 
(55.) V = 8a°x /sin2p cos*p(3cos2p + sin2p)dp 
0 : 
ee. 
= 8a°x S (1 — cos*g) cos*g(1 + 2cos2g)dm 
i) . 
== San St (cos?g + cos*y — 2cos*g)dg. 
. 
Nun ist nach Formel Nr. 101 der Tabelle 
: 1 
(56.) foos'vds = g COS'P sing + : cos‘gdp, 
= Os 3 7 
(57.) costgdg = q Cos*psin p + Z cos*gdg, 


— 


(58.) foostpay = 9 CSP sing ++ so. 


* 61) yaet "Vaz 


i “Meili man oon (66.) mit — 2, ee 


67.) mit ee +1=— bes Gleichung (58) mit — aga 


3 3 4 
Yes l= 2 und sadiort diese drei Gleichungen, so erhalt man 


unter canbe des Faktors 8a?x 


g a 


69) V= ets fc ++ ee — Secs) dp 


Pe 
== Soe |- 5 costpsin g — 5 cost sing 
| 1 Sgt PE 
+ 7 cos sin p + i]: 
Wenn ¢ bis 5 wichst, so wird y unendlich grof. 


'Gleichzeitig erstreckt sich auch der Rotationskérper bis ins 


Unendliche. Das Integral verliert also zunichst seinen Sinn, 
denn bei seiner Erklirung war vorausgesetzt, da die Funk- 


tion unter dem Integralzéichen endlich bleibt. Wenn man 


aber den Wert He Integrals als Grenzwert erklart, wenn man 


also V = lim Spa setzt, so bleibt das Volumen trotzdem 


gaz 0 
endlich, Senn man erhalt 
(60,) = lim V = a®x?, 
9-3 
Aufgabe 14. Man soll das Volumen des Kérpers be- 
rechnen, welcher durch Fig. 73. 


Rotation der Hilipse 


um die X-Achse entsteht 
(Fig. 73), wenn ¢ grofer 
als 4 ist. 

Auflésung. Man kann 
das gesuchte Volumen V 
als die Differenz zweier 
Volumina V’ und V” be- 
trachten, von denen V’ 
bei der Rotation von der 


Figur 0:0:P/Py wna a ‘der 
sebreten wird. Dabei ist ie ee 
(62.) yeaa free, ye = =e 
also amas = ee Se oe 
(63.) V=W— ye = Jy Gy? Paz. 


= 


Bei der vorliegenden “Anfigabe jist Sh aes 


y =e+2 Vara, a ere =e, c= 


also ECS Bee 
— | y! = yf = 2c, y! == yl = = V a2 te a. : : 
3 folglich wird oe ae 
ee wr ; , : AS. 
e 64) YW ty) —y) =y®@— y= Vee, 
s (65.) V= = Vee ae 


can — 
Will man das Volumen des Kérpers berechnen, welcher — 
durch Rotation der ganzen a ‘entsteht, so hat man 
A Y= — a, =+ a 
zu s3etzen und erhalt nach Formel Nr. 123 der ee 


(66.) = were Va? — a? + + § aresin(= . 3 
2 


Soe E arcsin(+ 1) — 3 are sin(— | 
= 2abcex?. 
Auch hier kann man die Rechnung durch Finfihrung 
eines variablen Parameters ¢ vereinfachen in ahnlicher Weise, 
wie es auf Seite 137 bis 141 bei der Quadratur der Kurven 
geschehen ist. Setzt man niimlich in der vorstehenden 
Aufgabe = 
(67.) x=asint, so wird y=c-+ beost. 
Dabei durchlauft der Kurvenpunkt P die obere Hilfte 


der Ellipse von A bis B, wenn ¢ alle Werte von —F bis 


+5 annimmt; und der Kurvenpunkt P durchlauft die 


~ 


, Hiltte 6 ee ipso von B bis A, wenn e alle Werte 


von 3 bis annimmt. Deshalb wird a 
2 3 +@ +9 , 
= =) : re 
4 (68.)  fiPdx =a Sc + beost)cost dt, rs 
4 ES BE gy Be 
ee (69.) at Bsa zi affix = a/(c+ beost)2costdt, - 
e +z 2g 
_ folglich wird = 
e > ; f id = a 
¥ aye = vy me . 
= (70.) Vea Oe + Qbecos*.+ b2cos*t)dt. 
Dies gibt nach den Formeln Nr. 13, 99 und 54 der a 
Tabelle in Ubereinstimmung mit Bieaanie (66.) q 
on . 
(71.) V = az[e*sint + be(costsint + #) t) + b%sint—4 sin’t)] ; $ 
: 2 43 
2 ee 3a afe = oS 
efacitnse eC 


= 2abex?. cia: eg 


Dies kann man sogleich 
verallgemeinern.. Die ebene 
Figur A’BA” (vergl. Fig. 74) 
werde durch den Kurvenbogen 
A‘BA” mit den Gleichungen 
(72) z=9lt), y= wl) 
und durch die Ordinate A; A“ A’ 
begrenzt. Dabei seien wieder 
g(t) und y(t) fiir die betrach- 
teten Kurvenpunkte eindeutige OA, =a, OB, =b. 
Funktionen von ¢, d.h. der 
Kurvenpunkt P darchlanto die Kurve von A’ bis B, wenn t 
alle Werte von f, bis ¢t’ annimmt, und er durchlaufe die 
Kurve von B bis A”, wenn ¢ alle Werte von ? bis fz an- 


pe 
> 


1 a 25) Rabat der —— 


man dann das Volumen des Kérpers berechnen, der | 


nenine wobei h <U<h oder ty . a = ee sein mig 


Rotation dieser ebenen Figur um die X-Achse entsteht, s : 
exhiilt man zunichst nach: den a oe Henn 


73.) = Va a/ye— y (ae. ee 


Nun wird aber © a ee = : | s ee yee a 

> Se 2 > me ; bY 2 a 

. fy@dx =fyt?.giidt, a 

a A ‘ : ey 3; wes 

ee. @ fe a a 

— fy’ da = + fy Adan = f(t? pdt, 
folglich findet man 3 bass 
(74.) Ve a/ylt?. p'(tat. | 


Ein besonderer Vorzug tie Methode Ties! auch He 


- wieder darin, daS man die Koordinaten des Punktes B und > 


den zugehdrigen Wert t’ des Parameters ¢ nicht zu er-_ 
mitteln braucht. 


Aufgabe 15. Man soll das Volumen des Kérpers be- 
rechnen, der durch Rotation der Kardioide 


(75.) 2x = a[2cost —@os(2t)], y = a[2sint — sin(2t)] 


Fig. 5. --um die X-Achse entsteht. 
y (Vergl. Fig. 75.) 


Auflésung. Wie schon 
in § 21 bei Aufgabe 6 ge- 
zeigt wurde, durchlauft der 
Kurvenpunkt P, von 4 an- 
fangend, die obere Halfte 
der Kurve, wenn ?¢ alle 
Werte von 0 bis x durch- 
lauft. Bezeichnet man dann 
den gréSten Wert, den x 


annehmen kann, mit 2’ und den zugehérigen Wert von ¢ 
mit ¢, so wird 


a F: == *) le a afte = _ fae o sfiftie a -- oe 
mat Ae t- ‘ : ‘ part: 
ee on cane 
eae, fol -9 pide Aix Jot? oat = =x Jose? (iat. 
7 ‘Da in diesem Falle es ¥ 
dx = g'(t)dt = Qa {[— sint ae sin (2t)]dt a : 
a ist, so erhalt man 5 ' aa 
ir ’ ~ 
(17) V = 208 i 2 sint — sin(2¢)] -[— sint + sin(2t)]at “ing : 
“si 4 # 
= Data _/(asint — 8sin*%tsin(2t) + dsintsin42t) — sin®(2¢)}dt. * % 
= Dabei ist nach den Formeln Nr. 57, 53 und 56 der + ; y | 
_ Tabelle ' af 
ae = ed: (1 — cos*)d(cost) = — cost + 4 cos*t, - 
. +t 
J/sin*tsin(2t)dt = 2/sin%tcostdt = 4sin‘t, * 
; ne 
Jsintsin2t)dt = 4./sin*tcos*dt = — 4 L/(cos*t — cos*t)d(cost) ‘ : 
; nat | 


= — 4(4cos*t — }cos*t), 
Sfsin3(2t)dt = — 4/1 — cos*(2t)|dcos(2t) 
= — 4{cos(2t) — 4cos%2¢)], 
folglich wird 
4 ee 
178.6. °) = Bax |— 4cost + 3 cost — Asin*t — 3 cos*t 


PA 


+ 4cos°t +5 ~ 5 cos(2t) —— good] 


“a 2a°x|(- P44 eo 44 Fe) —(—4— F+44+5—5)| 


__ 64a%n | 
co 8 


VII. ‘Abschnitt. 


Rektifikation der ebenen Kurven. : = = 


§ 26. — ne 
-Rektifikation ebener Kurven, deren Gleichung auf-3in 3 


< 


rechtwinkliges Koordinaten-System bezogen ist. 


(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 139.) = = 4 

Ist : = 4 

(1. | y= fiz = 
die Gleichung einer Kurve (Fig. 76), so wird der Bogen — 
Fig. 76. AP gleich s ebenfalls eine Funk- — : 


¥. = tion von w. Wachst namlich x 
um die GriBe QQ: gleich 42, — 
so wiichst auch der Bogen s um 
die Gréfe PP, gleich 4s. Be-. 
trachtet man zunichst 4s als 
die Sehne PES so ist 4s die 
Hypotenuse in dem rechtwink- 
hgen Dreieck PRP;, so dab 

. man erhalt 

(2.) PP? = PR?+ RP?Z, oder 4s? = 4x2 =e aye 

(2a.) As =V Ax? + Ay?. 

Lat man die beiden Punkte P und P, einander un- 
endlich nahe riicken, so gehen 4x7, 4y, 4s bezw. in die 
Differentiale dx, dy, ds tiber, und der unendlich kleine 
Bogen PP, fallt mit der unendlich kleinen Sehne PP, 
gleich ds zusammen. Deshalb erhilt man fiir den unend- 
lich kleinen Zuwachs ds des Bogens s aus Gleichung (2a.) 


(3.) ds = Vda? + dy? = aa1+(%): 


ey on fenfines a ful 


Kk Ne tee bei rechtwinkligen Baie i ipreae 177 rag 4 


Daraus solee durch Integration fiir den Bogen AP selbst — 


Eas * 1a form foc BY: 


Man ge hierbei die Integrationsgrenzen zweckmafi- 


ger Weise, mit a und 2» bezeichnen, um anzudeuten, daf 
x die Integrations-Veranderliche ist. Dadurch geht Glei- 
chung (4.) tiber in 


Man kann namlich auch y zur Integrations-Verinder- 


lichen ‘machen, denn aus Gleichung (8.) folgt 


5.) | ds = dy/1 + (=) 


also 


He wa Ys 
(6.) p= ds = [V dz? + ay = fay} 1+ (3): 
. nm n ” “ 

Sind « und y als Funktionen einer dritten Verinder- 
lichen ¢ gegeben, so wird man in den meisten Fallen mit 
gutem Erfolge ¢ zur. Integrations-Veranderlichen machen 


und schreiben 


8) s= fas = rte fey re (2): 


In dieser Formel sind die Gleichungen (4a.) und (6.) 
als besondere Fille enthalten, welche sich ergeben, wenn 


man ; 

t=a2 bezw. t=y 
setzt. 
Auch hier kann man das bestimmte Integral als Summe 
yon unendlich vielen, unendlich kleinen Gréfen betrachten, 
oder, strenger gefaft, als Grenzwert einer Summe, bei der 
die einzelnen Summanden ins Unbegrenzte abnehmen, wo- 


Kiepert, Integral- Rechnung. 12 


co man We ieh den “Abechuts “Qi: auf der X- 

ys > (Fig. 77) in n (gleiche od 

eee? Teile und legt durch 
- Schnittpunkte — ‘Parallele 

Zur 7 Fe Ache, so wird auch der 


Fig. 77. 


AS) zerlegt./ 


des Bogens durch gerade 
Linien miteinander verbindet, erhalt man zwischen P, und 
P» ein Polygon von x Seiten. Wird nun nm unendlich grof, 
und werden die einzelnen Seiten des Polygons ‘unendlich 


klein, so fallen sie mit den Bogen, deren Sehnen ds sie 


sind, zusammen. 

Der ganze Bogen PP oder s wird aves die ame 
von diesen unendlich vielen, unendlich kleinen Sehnen ds, 
so da man wieder erhalt 


ae ds =) ya a9 — fy 


168 
Ubungs- Aufgaben. 
Aufgabe 1. Man soll die Linge des Bogens OP der 


Fig. 78. Parabel mit der Gleichung 
1 (1) y? = pax 
R P 
berechnen (Fig. 78). 
Auflésung. Aus Gleichung (1.) 
folgt 
dx 
: pe (2.) ydy = pdx, oder acs 7 


Man wird hier nimlich y zur Integrations-Veriander- 


lichen machen, weil sich x und % rational durch y dar- 


Bogen P, Ps Bleich Ss in n Teile 


Indem man die aufaie ie 
ander folgenden Schnittpunkte Bs 


“der ‘cjg ai i 


4 @) i! a s= dy 
¥ i . ji : 


j und dies gibt nach Formel Nr. 129 der Tabelle 

hs (4) ere +5 pin(ette ty “ 
Be ype Py (VV PEE 

4: ate +7 +Fn( ae ) 

= Laan + é Wr sin(%), . . 


Aufgabe 2. Man soll 
die Linge des Bogens P,P, 
der Ellipse mit der Glei- 
 * chung 
— (.) ) Bx? + ay? = ab? 
berechnen (Fig. 79). 
Auflésung. Aus Glei- 
pe (5.) folgt 


nore ‘ 


6.) =! Va — z?, 

ds? dy? at — ez? 
Se Ba) tae) Gia 
wobei 


2 = a? — b? 
ist. Daraus ergibt sich 
Zz . peer Fs yi 
1 (dxVat—e®x? 1 h NOE a 


ea See ee he ee : 


aot 


Dieses Integral, das ein eae Integral zweiter 
Gattung** genannt wird, kann erst an einer spiteren Stelle 


ermittelt werden, da es sich weder durch algebraische 
12* 


Sten hisses Dadareht verhiilt man nach Hormel Nr. 139 a 


ae denten FuhWionen sasdidalen tabe Man cisrint — : 
dieser Aufgabe, wie die Anwendungen der Taveerale Ree 
nung auf neue transzendente Funktionen fiihren. 
Fig. 80. 


~ Aufgabe 3. Mian oh 
die Lange des Bogens © 
P,P» der Hyperbel mit 
der Gleichung wee 
(9) B22®@—ay a tht 

berechnen (Fig. 80). 
Auflésung. Man fin- 
det hier in ahnlicher 
Weise wie bei der vor- 
hergehenden Aufgabe 


Ee fe — efx ?\da sige & o (era? sat lda <3, 
: Via a at — ea) al V (e—a)(@x!—al) 
nur ist bei den Hyperbel ee gleich a2 + 3: 


Aufgabe 4. Man soll die Linge des me P,P: der 
Kettenlinie mit der Gleichung 


(1) =a ay eye Ol 


(11a.) + Vea mG oe. .4 mas osin(? yee 
berechnen (Fig. 81). 


Fd 


ee ie ef eee ee eee ele ee ¥ to 


Rr eG Pe Pe es oo 


sree 


ie 


Fig. 81.0 Aufiésung. Aus den Glei- 
7 chungen (11.) und (11a.) folgt 
d = oe 
(12.) as tees 


= Sin(* ys a 
ay Gy | 


“14 en()= GA) 


oder 


?* ie se 


- vervollstindigt das Rechteck 


‘(17.) ACo—AOQ,=0,Cy = PiP2 


“aaa = = i eate 3 ae ie +e @ 


a) += foo(2)ae = fos) Si @, 


Vite Vy 
Fir 2, gleich 0, 2 gleich x wird der Bogen 


(15) : AP =Vy—a@ 


und kann sehr leicht konstruiert werden. Beschreibt man 


nimlich um A (Fig. 82) mit dem Halbmesser y einen Kreis- 
bogen, welcher die X-Achse Fig. 82. 
im Punkte B trifft, und r 


OBCA, so ist 

(16.) AC = Vy? — a = AP. 
In ahnlicher Weise kénnte 

man die Bogen AP; und AP» 

als gerade Linien AC; und 

AC, darstellen, deren Differenz 


sein wiirde. ; 

Aufgabe 5. Man soll die Linge des Bogens OP bei 
der Zykloide mit den Gleichungen 4 & 
(18.) z=a(t—sint), y = a(1 — cos?) 
berechnen (Fig. 83). 

Auflésung. Aus den Gleichungen (18.) folgt 
(19.). dx = a1 —cost)dt, dy = asintdt, 

Fig. 83. 


a 20) dst = a dat + ay! = aX — Boost + con 4 out 
> Bayt — costa = 4atsin*(5 ao : ae 


d 
é 


A 3 2y ee vesin($)at = i) eae) 


eeuce ist aris x 


se oa tafan()G) = f- “ol 
_ ay =s oe ) = sasint({)- 


Wird der Walzungswinkel ¢ gleich Qx, so rollt der , 
die Kurve erzeugende Kreis einmal ab. Dadurch erhalt © 
man fiir den Bogen der ganzen Zykloide aie 
23.) | ak See : 
ein Resultat, ‘das schon bei der Kees der Kurven 
(D.-R., Seite 480) ermittelt wurde. 


Be oe Aufgabe 6. Man sat die | 
Linge des Bogens BP bei der 
Astroide mit den Gleichungen 


eee 


(24.) 2 = acos*t, y = asin 
berechnen (Fig. 84). 

Auflésung. Aus den Glei- | 
chungen (24.) folgt 
(5) dx = — 3acos*tsint dt, 

| dy = a Sasin" cost dt, 


(26.) ds* = dx* + dy? 
= 9a?sin*tcos*t(cos*t + sin*t)dt? 
= 9a?sin*tcos*t dt?, 

also 

(27.) ds = + 3asint cost dt. 


Hierbei ist das untere Zeichen zu nehmen, weil s zu- 
nimmt, wenn ¢ abnimmt. Dies / gibt 


en 


sen = b dae * - 
4 DEAE ee et Sg 


ey 1 


is ae — sin®t) a 


Fir ¢ gleich 0 wird s dem pee met BA der Astroide 


. gleich, namlich 


(29) Wel acetone = 2 
Der ganze Umfang der Astroide ist daher 
U = 6a. 


_ Da der Punkt P die ganze Kurve durchliuft,, wenn 
t alle Werte von 0 bis 2” annimmt, so hitte es nahe ge- 
legen, 


22 
 U=+ 3a/sint cost dt 
: gure! 
zu setzen. Dann, hatte man aber einen Fehler gemacht, 
wie man schon daraus erkennt, daf der Wert dieses Inte- 
grals gleich Null sein wiirde, gleichviel ob man das obere 
oder das untere Vorzeichen nimmt. Der Fehler ist dadurch 


entstanden, daf’ man bei der Wurzelausziehung aus 
ds? = 9a*sin*tcos*t dt? 

fiir alle Werte von ¢ dasselbe Vorzeichen genommen hat, 
wihrend das Vorzeichen in verschiedenen Quadranten ver- 
schieden ist. Durchlauft namlich der Punkt P die Kurve 
nicht in der Richtung B nach A, sondern von A nach 
B usw. bis nach A zuriick, so wiachst der Bogen s 
gleighzeitig mit ¢, d.h. ds und dt haben stets gleiches 


Zeichen. Parad muf man bag der Wurzelausziehung . 


achten. Liegt ¢ zwischen 0 und 5 so mu man 


ds = + 3asint cost dt 
setzen, weil sint und cost beide positiv sind. Liegt da- 


gegen t zwischen 5 und zx, so mu man 


ds = — 3asint costdt 


seize Mae ‘positiv und cost negativ ist. = 
schen x und on » SO rane man : a 

, ae = a 3asint costdt vi a 
setzen, weil sint und cost beide negativ sind; und Test 2 


: zwischen be und ox, so muS man wieder ue 


‘ ; ds = — 3asint costdt 


setzen, weil sint negativ und cost positiv ist, : 
‘Deshalb wird der ues der Astroide | 


7 ; ‘ ies 3x \ EY 
U = 8a| + foxtsore Flues Screen | . . ul 


0 na o£ 5 3 ' = 
2 st , * ba 


os pa . — fe tcost at} Y 


tb : ee if 
ee 3 2 : eae 2 ‘ 202 
a8 = 5 ({sin*| — |sin®] + [sin®] — [sin®] % 
, ) erage re eae 32 
* D) ae : Loe 


dies gibt 
3a 
att +1+1-+1)= 6a. 
Dieses Beispiel mége zeigen, wie vorsichtig man sein 


mu, um bei der Bildung von ds durch Wurzelauszichung 
aus ds* das Vorzeichen richtig zu bestimmen. 


Aufgabe 7. Man soll die Linge des Bogens AP der 
-Kreisevolvente mit den Gleichungen 


(30, J x = a(cos ae sint) , 
\ y = a(sint — tcos?) 
berechnen (Fig. 85). 


Auflésung. Aus den Glei- 
chungen (30.) folgt 


dx = atcost at 
a Gh ee eee 
dy = atsintdt’, 


Y 


‘n solchen Bogen, so dab 


ae 
Vo 


-Aufgabe 8. Man soll die Linge des Bogens AP bei 
den Epizykloiden mit den Gleichungen 


(BB) Yi. = a[mcost — cos(mt)], y= a[msint — sin(mt)] 


berechnen (Fig. 86). 
_ Auflésung. Aus den Gleichungen (35.) folgt 


~ (86.) dx = ma{—sint + sin(mt)|dt, dy = ma{cost — cos(mt)|dt; 
dies gibt, wenn man wieder m—1 mit n bezeichnet, 


(37.) ds? = dx + dy? = 2m?a?[1 — cos(nt)]|dt? 
= = 4mbarsin('> at’ 


(38.) ds = 2masin("> ) at = sti sin(S)@(): 


i 
t 


(39,) ee 7 fos )eC3) = a [— cos >) 


= 48/1 —0s(*)] = 8ma sint("*), 
gaa yd ey aie 4 


Wird der Walzungs- Bree oe 
winkel xt des rollenden | 
Kreises gleich 2, so erhalt 
man fiir den vollstindigen 
Bogen ACB (Fig. 86) 
SOT col dle We lh 


n n 


Ist m eine ganze Zahl, 
so schlieBt sich die Kurve; 
ihr Umfang U besteht aus 


man erhalt 


(41.) ' U=8(n + Ip. 


oe 


yee 


* i » bad aa he . ares as i es vA ae hey Spay 
es ktifikation ebener Kurven; Ubungs-Aufgaben. 185 
| 82), ds? = dx® + dy? = a*t%cos*t + sin’) dt? eZ atdt?, 
Kn (33) eas satan 
AY. Rae en oe - 
(34) — v= afta = 5 
Ea 3 : é “ 


La i 
hy pec 


Sag wad 
ty 
>» eee | 


‘ age 
rane 


4 
a 


ly Py Me * mi ‘ " goin ae 
Auch dieses Result 


\ 


: t ergab sich 
mung der Kurven (D.-R., 8. 483). 


Fiir den Fall n =6, welcher durch die Figur 


val gestellt ist, erhalt man also Sg eee Ea pce Hetil 
 (42.) 2 LEO SS Ss BG a a, Conn tee a 
In dem alle, wo n=1 ist, wird die Kurve in a 
Kardioide, deren Umfang also : 
(43) Ute Re: ’ 
ist. Nea kee a CP ae 


V4 


den Hypozykloiden mit den Gleichungen tage 

(44.) x = almcost + cos(mt)], -y = almsint — sin(mt)] 

berechnen (Fig. 87). Tete te! 
Auflésung. Aus den Gleichungen (44.) folgt | 

(45.) da = mal —sint—sin(mt)]|dt, dy= ma[cost—cos(mt)]at; 


ey : ' ¥ i cs 
Aufgabe 9. Man soll die Lange des Bogens AP bei — 


Fle: Fas . dies gibt, wenn man (in Uber-. 


_ gebrauchten = Bezeichnung) 
m-+ 1 gleich n setzt, 
(46.) ds? = da? + dy? 

= 2m?a?|1—cos(nt)|dt? 


= 4m?a? sin'(> ) at? 
(47.) ds = 2ma sin(", )at 


ao ; t 
(¢) 

4maf{. nt nt 4ma nt\\ 

- Bern ( ) ( Rees eR () 

(48.) os n fC) n (os) 


4ma nt Sma . nt 
paeeacttos  h ches a(). 
n cos( 2 )| Ae CG 


Wird der Walzungswinkel nt des rollenden Kreises 


gleich 2x, so erhalt man fiir den vollstindigen Bogen ADB 
(Fig. 87) 


einstimmung mit der friither — 


Pee eee ee a, 


Sn 


vie 
me 


n 


re . , ; 
Ist n eine ganze Zahl, so schlieBt dah die eo iavien +4 . 
 Umfang U besteht dann: aus m Boge ie so da} man 


a erhalt 


we, 


60.) OnE ue 8(n —1)a. 


Birr den in Figur 87 gewiahlten mae in welchem n 


. gleich 3 ist, erhalt man z. B. 


(51.) x Cir Giant 
Bei der Astroide hat man n gleich 4 zu setzen und 
erhalt He 
(52.) | ; U = 24a. 
Aufgabe 10. Man soll die Bogenlinge bei der Neilschen 
Parabel berechnen (Fig. 88). 
Auflésung. Die Evolute der Pa- Fig. 88. 
rabel 
(53.) y? = 2px 
ist bekanntlich (vergl. D.-R., Seite 473) 
(54.) F(a, ee 27 py* — 8a — pp ia 0,- 
(eine Kurve, welche man auch die 
,Neilsche Parabel“ nennt. Zur Be- 
rechnung der Bogenlinge bei dieser 
Kurve bilde man zuniachst 
(65.) Fy = — 24x — pf, Fo = 54py, 
folglich wird 


(56) v= 4 
also mit Riicksicht auf Gleichung (54.) 


os ds 16(a —p)* __ 2a—p)_ pt 2a 
(67) Z)~ Mahe e Co By a on BE 
ds _ Vp+ 2a 
te de Vip 


Setzt man daher 
(58.) Vp+2a=t, also p+2a=t, dxr= tdt, 


SO erbiilt man ms st 
6 2) 

. Ap 

ee) — [dx Vp + 2a = Pat = lt si 
OE” “fe AY = ae 3Vap 
oder es 


Oe eae (20 ay ee a 0) 


x ‘ 


§ 28. 


-Rektifikation ebener Kurven, deren Gleichung sit 
Polarkoordinaten bezogen ist. | 
-(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 140.) 


_ Bei Anwendung von Polarkoordinaten sei die Glei- 
chung einer Kurve AP (Fig. 89) 


(1.) : r= Fg), 
dann ist auch die Liinge s des Bogens AP eine Funktion © 
von g, denn der Bogen wachst gleichzeitig mit dem Winkel — 
Fig. 99. g. Nimmt man sogleich an, dal — 
‘der Zuwachs POP, von @ ver- — 
schwindend klein wird, und be- 
zeichnet denselben dementspre- 
chend mit dg, so wird auch der 
Zuwachs PP; oder ds des Bogens — 
verschwindend klein. Beschreibt 
man daher um 0 mit dem Halb- 
messer OP gleich r einen Kreis- 
bogen PQ, so kann man das 
rechtwinklige Dreieck PQP;, als 
ein geradliniges Dreieck betrachten und findet nach dem 


Pythagoraischen Lehrsatze, wie auch schon friher gezeigt 
wurde, 


: b oe 
f ‘ ~ Ts ee 
pee ae 4 
ncaa pm he a OS Eee ek tb ™ “2 
= i aa Ta OM a 
PS Pe Me eS fs ae 


oe 


PP; = QP,’ + PQ’, 
& 
oder (vergl. D.-R., Formel Nr. 158 der Tabelle) 
(2.) ds* = dr® +. r2dg?, 


hidice a 


cation 5 obene Rich SAL alle 189 


P: ¥ Stes aibt 
O) ds aes Yar nis rdg? a! = a (E spiyh 


af also, wenn man die Grenzen as mit g: und 2 be- 


_ zeichnet, , 


bw 8 - - fo Vey +r a 2. 


Man ee natiirlich ce g auch eee Integrations- 
Veranderliche einfiihren. Sind z. B. r und g beide Funk- 
_ tionen von ¢, so folgt aus Gleichung (3.) Used 


pe aaa ay Gt AG) 


und. fiir ¢ gleich r 


(6.) ds. == ar. y ‘ai (BY 


dies gibt 
pore 
ee omosnecc) 
§ 29. 
Ubungs- Aufgaben. 


Aufgabe 1.- Man soll die Linge des Bogens bei der 
Archimedischen Spirale mit der Gleichung 


(1.) r=ag k 
berechnen (Fig. 90). Fig. 90. 


Auflisung. Aus Glei- P, 
chung (1.) folgt VS 


(2.) dr=adg, 0 
ds? = dr? + rdg? 
= a1 + pe’, PB 


folglich wird 
3.) ds = adpV1 + g*, 


‘Dies gibt ss Formel sn 390 aor F Table mg ‘ a 


Pama, Ar: 


‘ 6) a VIFF +5 peeing) a = ie 


y 


teat 
] : ene 
oder 


Te =< a [Vito Fon ViE ot esha oe 


= alg vite amet 


3 ue mVarpre —nVetert +5 tt T2 a nto 
a . ae Mit Vapn 
‘A - Aufgabe 2. Man soll die: ‘Lanes des Bogens bei seas 
ee ape vateclics Spirale mit der Gleichung . 
a "Fig. 91. (6.) ‘rg =a, oder. r= ag-, | 
B berechnen (Fig. 91). 


Auflésung. Aus Gleichung (6,) 
folgt 


(7.) dr = — ag—dg, 
/ 
, (8.) ds? = dr? + r2dg? 
: = a(y-4 + gage, 
aan 
a (9) ds— ZVI +9. dy, 


‘ Ge OSEAN 4 ( 
agV1+ q2 iE dp dg 
(10) e=af-PC Ee 4 GARE US I Baelags oC 
ae g* Uevire Jira 


Dies gibt nach den Formeln Nr. 40 und 35 der Tabelle 


(1) s=a[— Loe +n + Vie) 


-(-ve rah an(Se ey 
also 7 


(ide uy 191 ap 
4+. Y ria+Va?+re?) | rae <. 7 f ; 
Gage relat Var prey rey ee ae 


hiteabs 3. Man soll die Lange 4 id 9. sf Bea: 

des Bogens bei der logarithmischen —p, me 

j RS: mit der Gleichung Se 

2 (13) r= ep 2 

4 berechnen (Fig. 92). a 

; Auflosung. Aus Gleichung aa) pep, 
i; (14). dr = e%., ag ls "a 
moder *- * ; ee. 
f (14a.) : dg = mae, A 
fs : ’ ; + ie $ 
; (15.) ds* = dr® + redg? = ar*(1 + <3) re 
/ om 
(16.) ds = ari+3 Aue a ox -% a +1; ‘ i 


dies gibt 
(17.) ou Var +1 fe re. Va +1. 


» 


Aufgabe 4. Man soll die Linge des debs AP bei “y 


Bie SOE . 
Cnor ee ae “9 a 


der Parabel mit der Gleichung 7” 
Fig. 93. a 
(18.) ite g “teos(—2 £); oder r =" Y : 


4 g fe 

: cost(2) 

berechnen (Fig. 93). 
Auflésung. Aus Gleichung (18) folgt 


asin ( dg is 
cos'(F) z 


(20.) ds” = dr? + r-dg* “— 


also, ‘wenn man 9 = Of setzt ne die Formeln N et 
or der Tabelle beachtet, 5 


ee ae ole Dil 7 _ 


sa(®) oe = 
Q3) a= may ee oe 


Aufgabe 5. Man soll die Lange des Bogens AP bei 
der Kardioide mit der Cees 


i 1 1 
2 z fp 
(24.) : = cos(5) 


Fig, 94. 


oder 
iS. of P 
(24a.) 7 = acos (5) 
-berechnen (Fig. 94). : 


Auflésung. Aus Gleichung 
(24a.) folgt 


(25.) dr = — acos(F)sin($)ap, 
(26.) ds* = dr® + r2dg? 


= Gz aqente iene af P Bares P\ 7.2 
a* cos (S)|sin (5)+ cos (Slav: = a cos*(F dg”, 
(27.) Os = acos( 5 dy = 2a cos(F a(S) 


, ia ¢ ir eae teh ag” ¢ 
a ch APT a : E 
Meee eb sk sc 


tifike tion ebener Kurven; Phungs-Anfeaben, 193. . 


| +~nsfn(8)($) =n) es 


Fir 9p gleich x erhalt man die Linge des meeeene APO, 
-namlich 


=: (29.) >  § = 2a, £ ; mse 


_ 

- a. ho der Ripon APO ist a -Durchmesser des in Figur 94 

a. dev Kardivide umschriebenen Kreises gleich. a 
7 Aufgabe 6. Man soll. die Lange des Bogens OP bei e 
der Zissoide mit der Gleichung 


¥ 
Bey 


2 <3 
(S05 <a py — 2asin®y i% 
cos 


ae 


' 


We fess 


: ‘berechnen (Fig. 95). 
_ Auflésung. Aus Gleichung (30.) folgt 


(31.) he asin p(1 se cos Pap eee 
cos*@ a 
4a*sin*9(1 + 3cos ole? a 
Talia Fe" 2 *0°SIn"P\t = 8 Cos*g)ag* 
(82.)  ds® = dr? + rdg? = ay 5 
also ; “ a 
: asi ¢ 2 Fig. 95. ° tou 
(83) ds = Sasingde VIF 8c Q. z | ae 
cos*g B 
Setzt man 
(34.) V3.cosp=t, — ; 3 
also 
3singdg = dt, 
“so wird 
dt t? 
(35.) ds = pee ee a 
x HtV 1+ 
(36.) s = — 2aV3 ae 
a) 
(y) ((p) 
= dt dt 
- 2078 foytica frre) 
4 \ e2Vi+e aE Vi+# 
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-welcher bei der Rotation 


VII. Abschnitt. 


5 Komplanation der Rotationsflichen. 


§ 30. 
Berechnung des Flachen-Elementes bei einer 
ho Rotationsflache. 


(Vergl. die Formel-Tabelle Nr.141 und 142.) 
Rotiert eine Kurve mit der Gleichung 


(L) | -y=fe) 


um die X-Achse, so beschreibt der Bogen AP (Fig. 96) 


eine Rotationsfliche, deren Oberfliiche O eine Funktion von 
z ist. Wachst namlich x 
um die Gréfe QQ, gleich 
4z, so wiachst auch die 
Oberfliche um denjenigen 
Teil 70 der Rotationsfliche, 


Fig. 96. , 


von dem Bogen PP; be- g 
schrieben wird. 

Zar Berechnung von 
40 betrachte man zunichst 
den Mantel des Kegel- 
stumpfes, welcher bei der 
Rotation von der Sehne PP; gleich 4s beschrieben wird. 
Der Mantel dieses Kegelstumpfes ist nach bekannten Sitzen 
aus der Stereometrie 


=axy+y).4s. 


13* 


ee 


ae daat Sonera 


ns 
yes 


- 
Cf not ee poe. 
St hm em, Oe eee Ce Ee! 


NG 


196 8 31. Komplanation der Rotationsflichen; Ubu 


Riickt nun der Punkt P, dem_ Punkte’ P unen lic 
nahe, so fallt der Bogen PP, mit der Sehne PP, cased 
dabei geht 4s iiber in ds, und limy; wird gleich y; folg- 
lich findet man fir das ee Element dO aus ee 4 
chung (2.) . 


(3.) = -d0= onyiies —— 

- Daraus ergibt sich durch Integration _ : _ 

Lo i 

bye: e Oo = 2x fyds, : | 


wobei die Grenzen mit 2 und x2 bezeichnet sind, weil man 

x als die Integrations -Verinderliche betrachtet. : 
Auch hier kann man das bestimmte Integral als Summe 

von unendlich vielen, unendlich kleinen GréSen betrachten, — 


‘oder, strenger gefaft, als Grenzwert einer Summe, bei der — 


die einzelnen Summanden ins Unbegrenzte abnehmen, wo- _ 
durch gleichzeitig ihre Anzahl ins Unbegrenzte wachst. 
Denn durch Schnitte, senkrecht zur Rotations-Achse, wird 
die Flache in ,,Zonen“zerlegt. Werden diese Zonen dadurch, 
dafi die Anzahl der Schnitte ins Unbegrenzte wachst, un- 
endlich schmal, so geht jede dieser Zonen iiber in den 
Mantel eines Kegelstumpfes mit der Seitenkante ds, be- 
grenzt von zwei Kreisen mit den Halbmessern y und y+ dy. 


Rotiert die Kurve um die Y-Achse, so erhalt man in 
abnlicher Weise fiir den Flicheninhalt der Rotationsober- 
flache durch Vertauschung von x mit y 


/ 


¥2 
(5.) O = Qn Jads. 
“A 


Die auf diese Weise ausgefiihrte Berechnung der Ober- 
flaiche nennt man ,,Komplanation der Rotationsflichen“. 


§ 31. 


Ubungs-Aufgaben. 


' Aufgabe 1. Man soll den Flacheninhalt einer Kugel- 
zone berechnen (Fig. 97). 


Be Fhe tiiain. Rotiert der aoeae P,P, des Kreises mit 
; der Gleichung ~ 


(1). e+y=a, oder «= Ve—y 
um die Y-Achse, so beschreibt er eine Kugelzone, deren’ 
Oberfliche nach Earwel "ts 142 der Tabelle 


(2.) = 2x Ge 
; 
wird. Dabei folgt aus Glei- Fig. 97. 
chung (1.) . 
marae 7.0" 
yas einer 
(y? + a — y*)dy? 
(4,) ‘ds? = 7 Ber Y F 
a*dy? 
Tie pe ye . 
(6.) ae cs 2 a 
a—y a 
(6.) ads = ady, 
(7.) O = 2ax fay = 2an(y2— y1) = 2azh, 
i— n 


wenn man die Héhe y,—y der Kugelzone wieder mit h 
bezeichnet. 
Setzt man y gleich +a, y: gleich —a, also h gleich 


- 2a, so erhalt man fiir die Oberfliche der ganzen Kugel 


(8.) > O = 4a°x. 
Aufgabe 2. Man soll die Oberfliche des Rotations- 
paraboloids berechnen (Fig. 98). Fig. 98. 


Auflésung. Die Gleichung 
der Parabel ist 


(9.) y? = 2pa; 
daraus folgt 


(10.) 


gitar ie 


2 : Goi ne 


; | qi ay 


Setzt. man . Soe = ) 
(13.) Vp? + 2px eee tee also. p? ae Ope = 1, me 8 mS 


sO wird 
(14) 


also nach Formel Nr. 141 der Tabelle 


(15.) O'= 2s fut = 25 fogs = = 57 = (Ve-F pe ae nx)? ie 


6 eee (1 


Dies ae mit a auf Pasion @) LaSoe 3 


(16.) 0= 3 aC a PVP +P —p). 


Aufgabe 2: oa soll die Oberfliche des Rotations- 


. ellipsoids berechnen (Fig. 99). 


Auflésung. Die Gleichung der Ellipse ist 


Fig. 0. (17) b22® + a®y? — ab? = 0; 
BP daraus om | 
b2x 
cae go ~ ay? 
ds¥ aly? + bt? 
(19,) 2) =e 
b%(a*t — ea?) 
oe et 
Vat — &x? : 
3 __ 6 ae V at ex? 
2bat 
(22.) O= Be fa dex) Vat — ex. 
ay 


ar mit a und « mit ex vertauseht, 


ae 
Fir x2 gleich a wird 
Vai— &zx? = aVa— ee = 


d iy age O= o= = |F Varae T 9 rosin ( =) 


deshalb erhilt man, indem man Gleichung (23.) mit 2 multi- 


pliziert und 2; gleich 0 setat, fiir die ganze Oberfliche des 


. Rotationsellipsoids 


(24.) O= oe [at + atare sin(“ A) 


es 2b°x + vous aresin(“). 


Man kann sich dayon iiberzeugen, daf der gefundene . 
Ausdruck die Oberfliiche der Kugel liefert, wenn die rotie- 


rende Ellipse in einen Kreis iibergeht, wenn man also a 
gleich 6 und e gleich 0 macht. Allerdings nimmt dann 
das zweite Glied die Form 2 an; setzt man aber 

e€ = az, 
so findet man nach der Regel, welche fiir die Berechnung 
von solchen unbestimmten Ausdriicken in D.-R., Seite 353 
angegeben ist, 


(25.) un im | aresin (< “| =i im = Ae aT 
tas 


und 
ee ae limO = 2a2z + 2a?r—= 4ax. 
b=a 
Fig. 100. . 
Aufgabe 4. Man soll die B 
Oberfliche des Sphéroids be- P; 


~ rechnen (Fig. 100). P 


Auflésung. Aus der Glei- A 
chung (17.) der Ellipse folgt 
dz ary | 
dy Da’ = 


oa eae — a peel = ” 
, a: gibt nach érinal Nr. 123 der Taal, wenn man ye 


Gl) a seo 2 ars + ae 


ty? b4g® + ay? a 


pate 


ea "ta? oe = 


ods = 
(ya) 4 ‘ 
ouF 


ae : 


Dies eet, a Formel Nr. 129 der Tabelle, v wenn man b= 


a? mit, 64 und x mit ey vertauscht, is 
ve ey 
(32) O= cea Vip ey £5 nee + + ey ek 


War y2 gleich b wird 


Vit + eye? Cyn? = bv? + 2 = ab; : 
deshalb erhalt man, indem man Gleichung (32.) mit 2 multi- 
pliziert und y; gleich 0 setzt, fiir die ganze Oberfliche des" 
Spharoids 


a9 be + ab 
(33) 0= = jade + btln(“— a eee 


= 2a’x + 


2ab?x ate 
ie In y ) 
Nun. ist 

(ge (a ere ae 


b2 Te gteee 1 BY 


folglich kann man den Ausdruck fir O auch auf die Form 
bringen . 


(84). 0 = datz +S in(2 +2). 


=) 


Auch hier kann man sich davon iiberzeugen, dafi der 
gefundene Ausdruck die Oberfliche der Kugel liefert, wenn 
die rotierende Ellipse in den Kreis iibergeht, wenn man 
also a gleich 6 und e gleich 0 macht. Allerdings nimmt 
das zweite Glied wieder die unbestimmte Form 2 an; setzt 
man aber 

= az, 


a so findet man nach der oa ae fiir aus Berechnung ea 
von solchen unbestimmten Loess in D. -R,, Seite ps an- 


-gegeben ist, = 


: mG), 
© @5) him lim! sas!) 1g "= ie Him al Hein —9 


i pf 
Mea ack = ete Er fBEES x 
; lime sy 
und | 
(36.) od oe = 2a’x ie an. 2 = 4a?x, 


Aufgabe 5 han oll die Oberflache des oasdige 
Rotationshyperboloids berechnen (Fig. ee 
; Fig. 101. 


Auflésung. Die Gleichung der Hyperbel ist 


(37.) b?x? — a®y? — a*b? = 0; 
daraus fol 
2 ay _ Be 
(38.) et oy ’ 
ds ‘a aty? + b4a® bea? — at 
ee) a a 
ds b Cale oe 
(40.) 3 as = ay Vex? eae a’, 
b.dz - b. d(ex) ss 
(41.) yds = 5 V ea? — at = a ex? — at, 
(22) 
_ 2bx rea: 
(42.) C= oie d(ex) V 2a? — a 


(x) 


Nae § 
Dies gibt ie, Formel Nr. 129 
a mit at und x mit. ex vertauscht, ents 


Vest = = aVe — ee = = ab, 


und man erhilt fir die von dem Bogen AP bei der R 
tation beschriebene Eaahe Se eS ee =e 


—@ba, sex 2 Vee—a\ : 
44.) 0 = yeaa — aia — "in x(t reBae 4) 


Aufgabe 6. Man soll die Oberfliche des einschaligen — 
Rotationshyperboloids. berechnen ae. 102). oi ee 


Fig. 102, - Auflésung. Rus or Glei- — 
: _., chung (87.) der Hyperbel folgt — 


‘ : da ay a 
OO) dy Pa = 
: ds bx? + aly? ; 
foe GJ= bt? 
? abt + ey?) 
se b4y2 ; ~ 


ds a Step ae 
(47.) 2 =p Very ey", 


L VIE ep = OY ie ep, 
: : (2) 
(49.) we | ey)V bt + ey? e7y? 
os 


Dies gibt nach Formel Nr. 129 der Tabelle, wenn man 
a” mit 64 und x mit ey vertauscht, 


2 ye ee 
50) Om E Bee aap (YU EVO CY? 


~—™ 


$ ae gales me ns Ohh he ae 
aes Far oe lei 0, yo gleich y erhalt man-daher 
1) me WE VR op #4 PA (etlet ar). 


a <a 7 2s Man soll die ‘Oberfliche sf Kérpers be- aa 
~ rechnen, welcher durch Rotation der Kettenlinie mit der 


e- - Gleichung be 
4a 2) 25 py = a 2 eri eas £\ e ge 
j ai a Be 3? +e ocu(s) a 


tay Va He 5) - en(2) a. 


F um die X-Achse entsteht (Fig. 103). 
Auflésung. Aus Gleichung Fig. 103. + 
(52.) ae : 


: (63) | =e pe 2) 60i(? ) 


4.) O=2x fons =2Qax Sop() ae 


le 
= 2a*x [Coj*tdt, 
a 
“wenn man zx=at setzt. Dies 
gibt nach Formel Nr. 113 der 


Tabelle ; 
EST deer fh fe 12 Ss 
0 = data] > Gri(7) ein) +9 “ak 
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (52.) und (52a.) 
(5) O=2lyVy—at aa)” : 
= a[y2Vyo? — a? F yw Vy? — a? + alae — m)]. 


Hierbei gilt das obere oder das untere Vorzeichen, je 
“nachdem 2 positiv oder negativ ist. 

Aufgabe 8. Man soll die Oberfliiche des Korpers be- 
rechnen, welcher durch Rotation der Zykloide 


PB 


=> ain’ ‘die -Achso ‘entsteh ie 

Fig. 104), a 
: "Auflosung, Aus den . 
; Gleichungen (56.). folgt 


oe 


Se Dies gibt ae sa 73 


Ber 


5 ; — 1872 3 Ss ae 
= (69) oO sone) 3 i 
e 4 | = — 16 nf ( — con(g) ~() ae 
- ak SiR 2 3 : 
: = — l6a°x [cos(5)— 3 = COs Ge 
“ 2s 16 a2x 3 
. Soe E — 3cos G) ii cos ()) . 


Fir ¢ gleich 2x erhalt man die Oberfliche, welche bei 
der Rotation von dem ganzen Zoliotienhoeen OHA be- 
schrieben wird, namlich 

2 
ote — 


Aufgabe 9. Man soll die Oberflache des Kérpers be- 
rechnen, welcher durch Rotation der Astroide 


(60.) 0 = 


(61.) ‘x =acost, y = asin*t 

um die X-Achse entsteht (Fig. 105). 

Auflésung. Aus den Gleichungen (61.) folgt 
(62.) ds = —xasint costdt, 

(63.) yds = — 3a?sin4t costdt. 


Die: mbt fiir ie genre, Oberon 


(4) 0 = — 120%x “fii sin‘t cost dt, 
oder 7 
= cs 
2 2 
(6) 0= + 188 fat inn — 2% al, 


Durchlatft t alle Werte 

von 0 bis.z, so durchliuft der 

zugehorige Kurvenpunkt P, von 

A anfangend, die ganze obere 

Halfte der Astroide. Trotzdem 

darf man bei Berechnung der © 
ganzen Oberfliche nicht © 


a — 
O = 6a2x ah sin4t cost dt 
0 


setzen. Denn, da nach dieser 

Festsetzung ds und dt gleiches ; 

Vorzeichen haben, so mu8 man im ersten Quadranten 
ds = + 3asint costdt 

setzen; im zweiten Quadranten dagegen muf man 


ds = — 3asint cost dt | 


setzen. (Vergl. die Ausfiihrungen bei der Rektifikation der 
Astroide auf Seite 183 und 184.) 


Aufgabe 10. Man soll die Oberfliche des Kérpers be- 
rechnen, welcher durch Rotation der Kreisevolvente 


(66.) x =a(cost+ftsint), y = a(sint —tcost) 
um die X-Achse entsteht. © 
Auflisung. Aus den Gleichungen (66.) folgt 
(67.) ds = atdt. 
Da s mit ¢t zugleich wichst, so haben ds und dt hier 
stets dasselbe Vorzeichen. Ferner ist 


(68.) yds = atsint — tcost)dt, 


- 


t 
(69.) O = 2a*x S(tsint — tcost)dt. 
0 


206 gal spe: 


Setat man a = o Sas Se 
(70.) u=#, dv =costdt, also du = ‘ad, v 
in die Formel Nr. 98 der Tabelle, namlich in die Gleic. 


| (71,) See: Seas a SSscaes er 
ein, so erhilt man eens es 
eee eS — SPcostdt = er — -aftsintat. 
— _ Setzt man dagegen Sal ; ae 
(73.) w=t, dv =sintdt, also du= at, v=—cost 2 ; E 
in die Gleichung (71.) ein, so ergibt sich = 4 
.) Jtsintdt = — tcost + /costdt = — tcost = a = 
a Indem man Gleichung (72.) mit —1, Gleichung (74) 
ae mit + 3 multipliziert und dann beide Gleichungen addiere = 
: findet man = | 
: (75.) ftsintdt eae = — fsint — 3tcost + 3sint. 
Deshalb wird 
(76.) O = 2a?x(3sint — 8tcost — fsiné). 


Bezeichnet man denjenigen Wert von ¢, fiir welchen 
(bei wachsendem #) y zum ersten Male gleich Null wird, 
mit t, so darf in Gleichung (76.) ¢ alle Werte von t =0 
bis t =f annehmen. -Wird ¢ grdBer als to), so wird y und 
infolgedessen auch yds ees Deshalb wird auch 


2x JS yds 


negativ, solange fiir die botzadhitaton Werte von ¢t der Wert 
von y negativ bleibt. Damit man fir diesen Teil der Ober- 
flache einen positiven Wert erhalt, muS man daher fiir das 
oe Intervall 


0=— 2a yds 


setzen. 


# 


Aufgabe 11. Man soll die Oberfliche aes organs be- 
rechnen, welcher durch Rotation der Kardioide 
(77.) y = a[2cost — cos(2t)], y = a[2sint — sin(2t)] 
um die X-Achse entsteht. 


< ufsung. “Aus den tie ee (77) ee f 
8) de = - Saf — ene EE sin@f]at = 4asin(S)cos(S 3) at, 
(79) oe 2aleost -= “costae = = eG) i 
also 

. (80), ; de = ~ score ar, ds = tasin(§)a, 


61) yds = 4a2[2sint — sin(22)]sin(5 )at 
: ose | = 8a°sin¢(1 — costysin($)ae 
EN eae ea a 
; t t t: t 
egy eer — \dt = 64a?sin#{ — )dsin(—). 
_ = 32a sini 5) cos (5)#- 64a? sin G )a sin(5) 
:~ ' Dies gibt, da yds positiv bleibt, wenn ¢ alle Werte 


von 0 bis x annimmt, 


(82.) = = 12842 +f os He , 


oF "@ - sees 
2 


EX. “Absehnitt. . ye 4 


\ Rektifikation ie Raumkurven. 


§ 32. 
Berechnung des Bogen- -Elementes einer Raumkurve, 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 143.) 


Der Durchschnitt zweier krummen Flachen mit den 
Gleichungen 


(1) F(a, y,2)=0 und Ge, y,2)=0 
ist im allgemeinen eine Raumkurve (vergl § 145 und 46 


der D.-R.).. Indem man aus den beiden Gleichungen ec die 


Veranderliche z eliminiert, erhalt man 
(2) Ha, y)=0, oder y=fia). 
Dies ist die Gleichung eines Zylinders, welcher die 


~Schnittkurve in die XY-Ebene projiziert. Ebenso findet 


man durch Elimination der Verdnderlichen y aus den Glei- 
chungen (1.) ~ 
(3.) K(a, 2)=0, oder z2.=9(z). 

Dies ist die Gleichung eines Zylinders, welcher die 
Schnittkurve in die XZ-Ebene projiziert. Da die Raum- 
kurve, die durch die beiden Gleichungen (1.) erklart wird, 
auf diesen beiden Zylindern liegt, so ist sie auch die Schnitt- 
kurve dieser beiden Zylinder, oder wenigstens ein Teil da- 
von. Die beiden Zylinder kénnen namlich méglicherweise 
auch noch andere Kurvenstiicke gemeinsam haben, die nicht 
mit der durch die Gleichungen (1.) gegebenen Kurve zu- 
sammenfallen. 

Setzt man noch fiir x irgendeine Funktion von einer 
vierten Verinderlichen ¢, so werden mit Riicksicht auf die 


Gloictinngen (2) und (3.) auch y und z Fun«tionen von t, 
_ so daf man die Raumkurve auch durch die drei Cinelateron 


(4.) a = fit), y = ft), z= fall) MT 
darstellen kann. Umgekehrt lassen sich drei solche Glei- 
chungen. auch immer als Raumkurve geometrisch deuten. 
Um nun die Lange s des Kurvenbogens AP zu be- 
stimmen, nehme man auf der Kurve zwei benachbarte Punkte 
P und P; an und lege durch jeden derselben drei Ebenen, 
parallel zu den Koordinaten- 
Ebenen (Fig. 106). Dann erhilt 
man ein rechtwinkliges Parallel- 
epipedon mit den Kanten 


Fig. 106. 


B— o£, WY, 2—2 
und mit der Diagonale 
(6) PP, =V @1—aP-Hyi—yP Herz? 
Riicken die Punkte P und 
FP, einander unendlich nahe, so 
fallt der Bogen PP, mit der Sehne y, 
PP, zusammen, die Gréfen 


PP, m—t, yi—y, A—z - 
gehen bezw. tiber in 
as, -dxy dy, de, 
und aus der Gleichung (5.) ergibt sich 
(6.) ds? = dz? + dy? + dz’. 
Daraus folgt fiir'die Lange des Bogens zwischen zwei 
bestimmten Punkten der Raumkurve, die den Parameter- 
werten*t = ¢; und ¢t = ¢, entsprechen, 


(7) s = [ds = Warrap a = ful Sy 4 (2) +(4): 
4 


Fir ¢ gleich x wird z. B. 
‘ x " #2. a a 
dy (dz® 
ie: = fax +(G)+ (iz): 
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 schen- Scliraubenlinie (wera D. -R, Seite 672. und se 


auf den Kreiszylinder 


(1.) ae 2 ee = a, = — ~ael: ye | 
berechnen. eas eee 

Auflésung, In fen Sie Falle pind: ‘es zweck- 
maig sein, x, y und z als Funktionen einer einzigen Ver- 
anderlichen g*) auszudriicken, indem man ie : 


Oye Se OS ee POON eee Oe : 

setzt, dann folgt aus nen Gleichungen (je 7 = ; 

(3.) — y=asing, z= cg, 

und man erhalt => eS <= 

(4.) dx = — asin gdg, dy =acosgdg, dz = cdg, 

(6) d&®=detdy+td2Z=a@+edg, — | 
(6.) ds = dg Va + &, . ae 


(7) s=Ve+ afag = (92 = o Ware +e. 


Dieses fecike ergibt sich auch daraus, ‘dab die 
Schraubenlinie entsteht, indem man ein rechtwinkliges Drei- 


eck mit den Katheten ag, cp und der Hypotenuse ova a ies 


x + y" == q? 
so aufwickelt, da die Kathete ag mit der Basiskurve (d. h. 


mit dem Kreise) zusammenfiallt. Die Hypotenuse’ bildet 
dann die Schraubenlinie. . 


Aufgabe 2. Man soll die Bogenlinge bei der konischen 
Spirale 


(8.) x= e“loosg, y=eYsing, z= ce” 


berechnen. 2 


*) Der Parameter ist hier nicht mit ¢, sondern mit g be- 
zeichnet, weil er mit dem Argument g bei Polarkoordinaten iiberein- - 
stimmt. 


7. 


03 


atic erent) i ai Pict 21 


-F rea -— Auflésung. Die Projektion der Kurve in die XY-Ebene = 
ist eine » Kurve, bei welcher g der Winkel zwischen der 
_X-Achse und dem Radius vektor ist, denn aus den Glei- 


_ chungen (8) folgt wes - am 
| en ey es 
Die Projektion hat daher in Polarkoordinaten die Ve 


_  Gleichung -- oes 

2 (10). ~ oo? = as ay, oder r= e*?, 

dh, die konische Spirale liegt auf einem Zylinder, welcher 

. auf der XY-Ebene senkrecht steht und die logarithmische 
Spirale zur Basiskurve hat. Auferdem folgt aus den Glei- 


oe. 4 3 ae E: a 
- (11.) “ zx oc y a a = 3 : 
die konische Spirale liegt also auch auf einem Kreiskegel, <4 


dessen Spitze in dem Anfangspunkt der Koordinaten liegt, 
und dessen Achse mit der Z-Achse zusammenfiallt. - 
Aus den Gleichungen (8) findet man — 
, dx = e*"acosg — sing)dg, 
(12.) . dy = e*Kasing + cosg)dy, 
dz = e% .acdg. 


| e 
ay ah ey | 


Dies gibt 
(13.) ds? = dx? + dy? + dz = ena? + 1 + a’c*)dg?, 
(14) ds=ew~.dgVita+aec, 


(15.) s=V1it+e+ac/ew dg = “Vita taicen—en), 
fr : , 


oder ; 
Ny mae. 
(16.) ea en Vi+@-+ ae 
Fiir einen ganzen Umgang wird 
(1 7.) 2 = fi - 2x, 22> celgrt2n) = 24 E eran, 
also 
14* 


a — 


; (19.) ie a = 20%, y = 8ab??, (aie oe 


(20) de =2a°dt, dy =6abtat, d= ODM, e 
folglich wird : ae 


Me woh a= 


ater 


- Aufgabe 2 bps eal die > Bogenldigs’ einer taun 
ariffon Grades mit ~den- Gleichungen Re ce SE 


berechnen, wobei a ae & zwel baichice, konstante Gréfen | 
sind, oie a 
Auflésung. Aus den Gleiohanges (19) § fndet man 


+ 


(2. dst = da? + dy + det — (hat + 26088 + 81 Legare + .: 
eee dO; SAS 4 

also ears oo 
ees de = (Gat + 9B, ae F 


Macht man den Anfangspunkt der Koondinatak cn : 
den die Kurve hindurchgeht, auch zum Seger des ‘a 
Reece so erhalt man 


(23.) s= = feat ae 9b2,dt - == 90% + 3048 — = + Z. 


a 


Lweiter Teil. 


| "-X. Abschnitt, | 
Integration der gebrochenen rationalen 
Fe oe Funktionen. 
§ 34. 
Echt gebrochene und unecht gebrochene rationale 


Funktionen. 
Wie schon in der Differential-Rechnung (Seite 15 und 


16) gezeigt wurde, laBt sich jede gebrochene rationale Funk- 


tion als Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen dar- 
stellen, d. h. sie 1éf&t sich auf die Form 
(1) F(z) Ax” Ax” + Ay Ayo"! 4+ Anam? 4... + A, 10 + Am 

Te) aa” 4 aya" + ape*-7 4b ay ie +t ay 
bringen. Hierbei sind die Koeffizienten A, A;, A2,...a, a, 
a2,... beliebige (reelle oder komplexe) konstante Zahlen, 
und die Exponenten m und » sind beliebige positive ganze 
Zahlen. Hatten F(x) und f(x) einen gemeinsamen Teiler 
(x), ware also 

F(x) = O(a)Fya) und f(a) = Ha)fla) 

so kénnte man in Gleichung (1.) Zahler und Nenner durch 
Ka) dividieren und erhielte 


Ez) _ #: P(x) | 

f(a) fila) 
es soll daher angenommen werden, da F(x) und f(x) keinen 
gemeinsamen Teiler haben. Den ee a ie héch- 


sten Potenz von x im Nenner kann man immer gleich 1 


und Wenner ie Biches derail: a eae 
Nenner f(x) soll daher in dem folgenden imm 
(2) f(a) = a + aycr—t + hee — a Gn 235 an 
haben. ae 
Man teilt die? penrncbaes mationalen Huskecaas in 
— echt gebrochene und unecht gebrochene rationale Funktionen 
ein, und zwar heift eine gebrochene rationale Funktion sect 
gebrochen“, wenn der Grad des Zihlers kleiner ist als der = 
Grad des Nenners; ste heift dagegen ,,unecht gebrochen‘, 
wenn der Grad des Zihlers gréfer oder mindestens ebenso- Es 
grog ist wie der Grad des Nenners. 
Hiernach ist die durch Gleichung (1 .) arklirte Taian 


= Fo echt gebrochen, wenn m<n, und sie ist unecht ge- oe 
s 
we brochen, wenn m= n ist. : 


== Satz 1. Jede unecht gebrochene rationale Funktion lift 
= sich als die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen 
‘rationalen Funktion darstellen. Es ist also 


a 8) , Ee ees 


f(@) 
wo g(x) eine ganze rationale Funktion und der Grad von_ 
g(x) kleiner ist als der von f(z) 

Der Beweis des Satzes ergibt sich einfach durch Divi- 
sion. Ist némlich bei der Division von F(a) durch f(x) der 
Quotient gleich g(x) und der Rest gleich g(x), so ist 
(4.) Ea) = f(a)g(x) + ola), 
wobei der Grad des Restes g(x) kleiner gemacht werden 
kann als der Grad des Divisors f(x). Aus Gleichung (4.) 
ergibt sich sofort 3 

F(a) G(x) 

(5.) ESS G(x) + fa) 
Am besten erkennt man das Verfahren aus einem Bei- 
spiele. Hs sei 
F(z) 23 + 9a? + 127— 16 
nie ee a ee 
dann erhalt man durch Division 


; 
1h eee \ 


© BER ge Wet e met Net, 


ai + 2x? — . 
+ Ta? + iS —16 , ; . oat 
Oe tas ai sd ¢ < 
oS ee oe: 
a = Oa? 4 19g a+5 
6.) Se = (e+ 7) ai 24+ %M@—3- 
In éhnlicher Weise findet man — 
224 — 323 — 6a? + 340— 9 - 7x +11 
ets age cet ee 
‘Si nd ae und yoy zwei echt gebrochene rationale 


Funktionen, bei-denen f\(z) den Grad 7; und fox) den Grad 
nz haben mége, so da der Grad von g(x) héchstens n; — 1 
und der von ¢x(x) héchstens nz, — 1 sein kann, so ist 


(By PAD. 4 Balu) Palen) . fle) = per) . filer) 


fil)’ fle) ——sful) Fla) 

wieder eine echt gebrochene rationale Funktion, denn der 
Nenner hat den Grad 2 + m2, wiihrend jedes der Produkte 
g(x) . fox) und (x). fi(z) und deshalb auch ihre Summe 
héchstens den Grad »; + ”2:—1 hat. Eine: fihnliche Be- 
trachtung gilt fiir die Differenz zweier echt gebrochenen 
rationalen Funktionen. Dies gibt 

Satz 2. Die Summe oder Differenz zweier echt ge- 
brochenen. rationalen Funktionen ist wieder eime echt ge- 
brochene rationale Funktion. 

Dieser Satz la8t sich unmittelbar auf die algebraische 
Summe von beliebig vielen echt gebrochenen rationalen 
Funktionen tibertragen. 


§ 365. 


Zerlegung der echt ea at cnn rationalen Funktionen 
in Partialbriiche, wenn die Wurzeln der Gleichung 


f(x) =0 samtlich voneinander verschieden sind. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 144.) 
Nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen 
Satze kommt es bei der Integration der gebrochenen ratio- 


* 


a. e 


nalen Funktionen nur auf HO Tikdpratin der” ee g 
brochenen rationalen Funktionen an; denn, ware die vor-— 
gelegte Funktion wnecht gebrochen, so kénnte man sie in 


eine ganze und in eine echt gebrochene rationale Funktion _ 


zerlegen. Die Integration der ganzen rationalen Funktionen sy 
ist aber bereits auf Seite 20 in § 4 erledigt. . 
Die Integration der echt gebrochenen rationalen Funk- 


‘tionen kann man durch Zerlegung in Partialbriiche aus- - 
fiihren, wobei der Generalnenner der einzelnen Partialbriiche — 


f(a) sein mu. Deshalb muf man hier die Zerlegung der 
ganzen yationalen Funktion f( (7) in lineare Faktoren be- 
nutzen. In § 112 der Differential-Rechnung (Seite 542) 
war namlich der Satz bewiesen worden: Jede ganze ratio- 
nale Funktion n#@” Grades laft sich im n. lineare ase 
zerlegen. Es ist also 
(L) fle) = a 4 aya") 4 age" 2 A. tay at + an 
= (x — x1)(x — x2) (@ — Xz) ...(% — Fy), 
und 21, 2, X3,...2, Sind die Wurzeln der Gleichung 
(2.) faye: ~ 
Fiir das Folgende mu8 man zwei Falle unterscheiden, 
je nachdem diese Wurzeln 2, x2, %3,...2%, sdimtlich vonein- 
ander verschieden sind oder nicht. . 
Hier mége zunachst der erste Fall behandelt werden, 
wo die Wurzeln der Gleichung (2.) simtlich voneinander 


*verschieden sind. Um die vielen Indizes zu vermeiden, 


mégen dabei diese Wurzeln mit a, 6, c,...k, 1 bezeichnet 
werden, so dafi die Gleichung (1.) iibergeht in 


(3.) f(x) = (# — a)(x —b) (a@— cc)... (a —k) (a — l). 
Es soll dann gezeigt werden, dafi die echt gebrochene 


rationale Funktion oa auf die Form 
iy Wey ed B any E 
(4.) 7(@) ec por ate is ipes Sea 


gebracht werden kann, wobei die Zihler 7 BC. tate 
der Partialbriiche konstante GréSen sind *). 


*) Fir den Fall m = 2 ist die Zerlegung in Partialbriiche schon 
in § 13 durchgefiihrt worden. 


Bewels: Es sel. . 
ee fitz) = LO _ —D@—0)...(e—(e—, 


Been ‘ist Rey nur noch eine ganze Funktiéh (n= — 1)ten 
Peiacr ferner sei 


6. A= _ 9a) 
cas | f(a) 
Nach Aiea Pesisetzungen wird dia ganze rationale 
Funktion 
(7.) v(x) — Ade ine wlayfte) = afar) 


1 eae 

deren Grad héchstens n—1 sein kann, gleich 0 fir 
“z=a, so daf nach Satz 2 in § 112 der D.-R. (Seite 541) 
g{x)— Afi(x) durch x—a teilbar sein muB. Man er- 
halt also 


(8.) Ne) Afi(x) = (x — a)gi(a), 


oder 


(8a.) Ga) = Afi(x) + (x — a)gi(a), 


wo (xz) eine ganze rationale Funktion von x ist, deren 
Grad héchstens gleich m — 2 sein kann. MHieraus folgt 


(9. Yaz) _ Afi(z) + (w@—a)gpi(x) A, Gil), 
* f@)— —— @—a)filz) a—a fila) 
Dabei ist a nach den gemachten Angaben wieder eine 
1 


echt gebrochene rationale Funktion, welche aber einfacher 


ist als a 2) » denn f\(z) ist nur noch vom Grade »—1, und 
gi(x) ist héchstens vom Grade n — 2. 


In derselben Weise kann man jetzt zeigen, daf 
giz) B_ | galz) 
fi(@) eb 
wo fox) vom Grade n —2 und 92x) héchstens vom Grade 
n—8 ist. So kann man fortfahren und findet die Glei- 
chungen 


(10.) 


tee) ae 
sh oe . e = 
ft vey ee Ses oe 


148 die Glieder fort, syoleke aut Feder Seiten “der 
chung stehen, so erhilt man === ee ee 


G(x) = oe = Sie 


Dieser Beweis liefert Sah den Wert von A; es = 


namlich : ‘S = 

_ oa) qo) = 

oa fila) (a— d)(a—oc)...(a—kK(a—l s 

= In derselben Weise, wie A aus oa berechnet ist, = 

: | kénnte man jetzt B aus ee C aus a 4 ee berechnen. | = 
s Dazu wiirde aber erstens die Bildung von not ae 


erforderlich sein, und zweitens kénute man leicht glauben, 
daB die durch Gleichung (12.) erfolgte Zerlegung in Partial- 
briiche verschiedene Resultate liefere, je nachdem man zu- 


erst das Glied — oder ein anderes absondert. Dies ist 


: aber nicht der Fall, es gilt vielmehr der Satz: Die Zer- 
legung in Partialbriiche ist eindeutig; d.h. die Werte von — 
A, B, C,...K, L sind unabhingig von der Reihenfolge, 
in der man: sie herleitet. Multipliziert man ndmlich Glei- 
chung (12.) mit : 


fle) =(e — a) (« —b) (e —0)...(e —W(e—D), 


_ so erhalt man 3 : 


Cues, aie 


p) = Aw —B)(2@—0)...(@— Ba —1) 
: - Biz — a)(@ — 0)... (2x —k\ (x — 1) 


eer See es Ned 
te pe ete et eae ag hae ee eee 
» + Ke—ae—). (x — i) (a —1) 
a + Lia — a)(e@ —2).. -@— a (@— k)*). 


Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach | 
C=O, aerede ig Sa ek ge a aE eg 


— Sine 


so wird 


{ (a) = 2d ip ae RA a a—kK(a—b, 
2 gb) = Bb —a)b—c)...(b—Hb—D, 


(15) | Ge) = Ce —a)(e—b)...C-—hHeE—D, 


Ree ee See eee IB FeO Ee Oe Ss ee Sr Ae Newnes 


g(l) = Li — a) @—b)...@—a (— PB. 


Dies gibt 
pee peli Se eke PS rae e Ben 
(a — b)(a—ce)...(a—k)(a—l) 
| . 0) 
; ig ; 6 ab oe Oe CTD ay (OD). 
ios ee 6) 


~ €=aje—d).. (e—h) erie 


Ce eas ee eo ae ee ee Se ee SS Bees TS oe we 8 


SED : 
~ (—a —d).... €—-9 C—h) 

Man erhialt also fiir die Zihler der Partialbriiche genau 
dieselben Werte, gleichviel ob man mit der Absonderung 
des betreffenden Partialbruches anfiaingt oder nicht. 

Die Gleichungen (16.) lassen sich noch etwas einfacher 
schreiben. Aus Gleichung (5.) folgt nimlich 

f(x) = (a — a) f(z) 
Differentiiert man beide Rela hele Gleichung, so er- 
halt man 
(17,) f(z) =(« — a f(z) + fla), 
und dies gibt fiir z=a . ie 

f(a) = fila). 

*) In diesem Falle ist mit 7 nicht etwa V—1 gemeint, sondern 
ist hier eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0. 


ae 36. -Partialbruch- Zerlegung (erster . ‘all) 


Deshalb geht Gleichung (13.) tiber in — e he 


: | (18.) A = oa : : : a es 

4 3 In entsprechender Weise findet man dann ie | 
3h 00) 9759)... Uk) gl) , 
(8a) B= Fy C= Fig R= fy FD 


Be £6) 
Es war von vornherein die Voraussetzung gemacht of 
worden, daB f(z) und g(x) keinen gemeinsamen Teiler haben. — 
| Die vorstehenden Ausfiihrungen wiirden zwar auch ohne : 
oe diese Voraussetzung richtig bleiben, aber die Rechnung 
wiirde unnotigerweise umstindlich werden. Hatten ném- 
lich f(z) (2) und g(x) einen gemeinsamen Teiler, z. B. den ge- — 
meinsamen Teiler x—a, so wiirde der erste Partialbruch 


\ 7 wegfallen, weil g(a) und deshalb’auch A in diesem 


Falle gleich Null waren. 

Fir die Ausftihrung der numerischen Berechnung ist 
dasselbe Verfahren wie bei dem oben gegebenen Beweise 
am meisten geeignet; man schaffe also in’ Gleichung (12.) 
durch Maultiplikation mit : ‘ 

. f(x) = («& — a) (x — b) (x — ce)... (a —k) (a — 1) 
die Nenner fort, um die Gleichung (14.) zu erhalten, aus 
der sich dann die Werte von A, B, C,...K, L unmittel- 
bar ergeben, indem man bezw. 
SC V0 =H PS ee 
einsetzt. 

Man kann allerdings zur Berechnung der Gréfen 4, 
B, C,...K, L auch das folgende Verfahren anwenden, das 
spater in dem allgemeineren Falle, wo die Wurzeln von f(z) 
nicht alle voneinander verschieden sind, noch in Betracht 
kommen wird. ; 

In Gleichung (14.) ist die linke Seite héchstens vom 
Grade ~—1; ebenso ist die rechte Seite eine Funktion 
vom Grade m —1, die man sich nach Potenzen von x ge- 
ordnet denken kann. Da die Gleichung fiir alle Werte 
von x gilt, so miissen die einzelnen Koeffizienten der linken - 


¥ 
4 


= 7 ‘4 a SPatdalbrach: sient (erster Fal 


fey 
, 


* Seite gleich sein den gleichstelligen Koeffizionten auf der 
rechten Seite, welche lineare Funktionen (d. h. Funktionen 
ersten Grades) der nm gesuchten Gréfen A, B, C,...K, L 
sind. Nun hat aber eine Funktion (n — 1) Grades im 
ganzen n Koeffizienten. Man erhalt also n lineare Glei- 
chungen mit nm Unbekannten, welche sich, wie aus den vor- 
stehenden Angaben folgt, stets auflésen lassen. 


Am besten wird man dieses Verfahren durch die Be- © 


handlung einiger Aufgaben verstehen. 
Aufgabe 1. Man soll den Bruch 
in Partialbriiche zerlegen: 


15x? — 70x — 95 


Auflésung. Man setzt den Nenner gleich pep und er- — 


halt dadurch die Gleichung 
(19.) a’ — 6a? — 13a + 42 = 0. 

List man diese Gleichung auf, so ergeben sich folgende 
Wurzeln: 
(20.) a=7, b=—8, c=2. 
deshalb wird 2 
(21.) 2* — 6x? — 13x + 42 = (x — 7) (w + 3) (w — 2). 
Hieraus folgt 

15x? — 70x — 95 1522 — 70x — 95 


02) 36 le +B @—De@t+9@—2% 
A B Cc 
Day es eee 


Um die Werte von A, B und C zu ermitteln, schaffe 

man die Nenner fort, indem man Gleichung (22.) mit 
x? — 62? — 13a” + 42 = (x — 7) (a + 3) (x — 2) 
multipliziert. Dadurch erhaélt man 
(23.) 15”?— 70x — 95 = A(x + 38) (a — 2) 
+ B(a — 7) (x — 2) + Cla — 7) (a + 8). 

Da diese Gleichung fiir alle Werte von x gilt, so findet 

man daraus fir zs =7 
150=50A, oder A=83, 


fir <= — 3 


‘ “ae i “oe 


x — 6x? — 18x” + 42 


& und Hee x = Q 
175 == 86, 
folglich wird oe 


15a? — 70a — 95 
i — 6a? — 13a 42 eT" 


vert uh No ihe 
y ME herp 
vee Puja: 2 a HD 
i Ae, : iP doa , 
te b ie 
Ths wel he! | 


(4) 


‘Man kann auch Hie rechte Sais von Gleichung 

_ nach fallenden Potenzen von x ordnen und erhalt dan 2 
Obj a 15a® — 70% — 95 eae 

= {4+ B+4C)+24—9B—40 (64+ 4B — 210). 

Diese Gleichung gilt fir jeden Wert von a, folglich a 

miissen die Koeffizienten gleicher Potenzen von a auf bei- Sa 


ae den Seiten dieser Gleichung einander gleich sein, d. h. es 
= (26.) : A+ B +C=16, SS aes 3 
3 (27) »A-9B—40=—70, 2 
; — — 64-- 16s 1G ee s 


sein. Lost man diese Gleichungen zwischen A, Bund C 
auf, so ergibt sich wieder e 3 


(29) A= SR = eee 


Zu demselben Resultate kommt man ianedicn auch ~ 
durch Anwendung der Gleichungen (18.) und (18a), indem —_- 


man 
a — Gb c 4 

~ 1-98. Bray OO Fig: < 
setzt. In dem vorliegenden Falle ist : : 
(31,) i ye oh ee 
und 3 

ae (32.) f(x) = 8x? — 127 — 18; 
dies gibt 


ae Hee 


_ 1. 4970. FO 150 
= oh "8.4918. eerie 


G8) 


3. arene en Ee 
Big 71% 2==-9b - 
- Be d= 12. 2—13 


- Aufgabe 2. Man soll die ‘Funktion © = oe aie z2 in Partial. 


& briiche zerlegen, — 


Auflisung. Hier ist 


G4)  _ f@) = 8 —2=a2—1)e+)), 
also — = a Bib : 
(36, : ‘glxz) xw2+1 A U2 Se epent F 


f@)~ a —2 2 tz—1* spi 
Um die Gréfen A, B, C zu bestimmen, multipliziert 
man beide Seiten dev Gleichung (35.) mit 2*— a und erhilt 
(36) 0 a? +1 = Aw’ — 1) + B@’ + x) + C@’— 2). 
Diese Gleichung gs fiir alle Werte von z, ees 
findet man fiir « = 0 


fare = eA oder Ad 
fir z= 1 ‘ 

(38.) 2=2B;,- oder B=—4+1- 
und fiir «= —1 é 

Coy 2--8C~ oder C= +1; 


folglich wird 
gv? +1 1 1 1 
woe ee esl e+t: 

* Ordnet man die rechte Seite von Gleichung (36.) nach 
fallenden Potenzen von a, so erhalt man 


(86a.) 2? 4+1=27%44+B+C)4+xB—C)—A 
Da die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten 


dieser Gleichung einander gleich sein miissen, so zerfillt 
die Gleichung (36a.) in die Gleichungen 


(40.) 


a ire ae 
is a is a 
i. rth 2 


ny 
i. 


ee Oe te ie. 


5 


tise ee 


ae ore oy SRO 0 eee 
as hee ee ue ee p 
Die Auflésung dieser Gleichungen gibt wieder — 
(42): A=—1, B=1, ‘ones 
- Dasselbe Resultat erhailt man auch, sidems, pian 
Si _ 9) 9) _ 9) 
(43. A= = C= 
ee PO EO ETO a. 
(45. ft) = Bet —1, He) BL ae 
setzt, denn es wird as : : 
_ 90) = O+1 ‘SSS Se eT. “33 ae 
fO 20a 
| gl) aes | 
46. B= = = + 1, 
Qi Deh cS? ath a 
C= pee beac 
AK aie & , - 
-Aufgabe 3. Man soll die echt gebrochene rationale 


4a? — lox + 19 
(a — 1)(@ — 2)@— 3) 
Auflisung. Hier ist 
x? — 15a + 19 C 


Funktion in Partialbriiche zerlegen. 3 


Che NewS atete 
oder, wenn man beide Seiten der Gleichung mit 

\ (x — 1) (@ — 2) (a — 3) 
multipliziert, : 


(48) 40? — 152 + 19 = Ale — 2)(x — 3) + Bla — 1)(e — 8) 
+ C@ —1)(@ — 2). 
Dies gibt fiir «= 1 : 

8=2A, oder A=4, 
fut 

5=—B, oder B=—5B 

und fir 2z=8 

10=2C, oder C=5, 


: 


a 5 es 
e ree 1) (x@—2)@ | ae a ee + x—3 
Aufgabe op sales soll die echt gebrochene rationale .  _ 


‘Funktion ~—=—, er eecea < rae in Partialbriiche zerlegen. Bee 


Auflésung. Hier mu8 man erst Zihler und Nenner des 
Bruches mit — 1 ‘multiplizieren, damit der Koeffizient von 


“27m: N enner gleich + 1 wird. Dadurch erhalt man Z x 
ie f@ 2—x—1 a 
Die beiden Wurzeln der Gleichung — eo 
1) | f@=2—x—-1=0 ae 
sind ~ 
(52.) a=41+V5), 6=4(1—V5). : 
Deshalb ist e 
—1 A Te Scat i 
Pa) Sage ar Se arpa nee ne oe 
ii 5S Re Va ed Ve : 
- oder 2 
wed 2A 2B = 
Ey DIRS RS Es EE CR rere ae . 
oo —e— I SOTO VE LYE f 


Multipliziert man diese Gleichung mit 

(22 —1—YV65) (2a —1+ V5) = 4(a®—x—}), 
so erhalt man 

—4 = 2AQr —14+°V5) + 2BQa —1—YV5), 
oder 
(65.) —2 = 22(4 + B)+ A(—14V5)+ BR—1—V9); 
daraus folgt 


AR wD, 
oe Gibdeg rere wa 
oder 
EF ae 
ae V5 Vo 
Kiepert, Integral-Rechnung. 15 


Dies bt Se — o 


if = Dey BNA Se fe 
(8) ‘Ife > valor rae 


Ags — ea 46? _ - 20a + 153 
ig a a + 18 

: Auf lésung. Die vorgelegte Ponies! aie eine unecht 

gebrochene; deshalb mu man sie zunachst durch Division 


in , Partialbriiche seslogen. 


in eine ganze und eine echt gebrochene rationale Funktion 3 3 


- zerlegen. Dadurch erhalt man 
dart — 93 — 46x? — 20a + 153 


02) ~~ — 9a? — Oe + 18 = oe 
et 5 O05 SL. 97 
oo 
Die Wurzeln der Gleichung ES 
f(x) = «3 — 2a? — 9x +18 =0 J 
sind uae St 
(60.) Gade bao pee 
folglich wird eo: 
(61.) f@=2 ee Ge 
422 — 29x + 27 
©) G96 Seth ~satenet ape 
(63.) 4x? — 29% + 27 


= A(z — 8)(@ + 8) + Bw —2)(@ 43) + Ole — 2)(e — 8) 


Fiir z = 2 erhalt man 


(64.) —15=—-—5A, oder; A=3, 

bab) git qa , 
(65.) —24=6B, oder B=—4 

und fir «= —3 

(66.) 150 = 300, oder C=5, 

also 


7) 40 2° — 46" — 20m + 153 
x? — 2x? — 9x + 18 


4 
= 4 ype tct CES } igh te Sa 
ae 2—2- 4-3 “ates 


fe 5 


ay 


Soy pepe 
Tat a 


a ah 
Sire he 


Ne at A ial 


ft alt Te 


Die eactcahae Methode fiir die Zerlegung in Partial- S a : 
briiche bleibt richtig, gleichviel ob die Wurzeln der Glei-— ae 


chung f(x) =0 reelle oder komplexe Gréfen*) sind. ce 

Im letzteren Falle werden aber die Partialbriiche selbst 5 Ey 
eine komplexe Form annehmen, die man vermeiden kann, —_ 
wenn die Koeffizienten von g(c) und f(z) reell sind. Bec. 


Wie dies geschieht, mége zunichst die folgende Auf- ES 
gabe lehren. a 


Aufgabe 6. Man soll die echt gebrochene rationale oe 

ay 1822 — 68x + 95 , ree : s 
Funktion ET io Bees 0B in Partialbriiche zerlegen. : * 
Auflésung. Indem man den Nenner eis Null setzt, 
erhilt man die Gleichung | . ia 
a8 — 112? + 482 — 65 = 0 oe 


mit den Warzeln 
68) a=5, b=34+2V—1, e=3—2Y—1, 
oder, wenn man V—1 mit 7 bezeichnet, 
(68a.) @=6, 62842, c= 3— 2. 

Demnach ist der Nenner der gebrochenen Funktion 
(69.) «®—11224 4382—65 = (x—5)(w—3—2i)(a—3 + 2). 
Dies oe 

3x? — 68a + 95 A B C Z 
Upa e ye tar war eras @ irate : 
und wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit 
x? — 11x? + 432 — 65. 


multipliziert, 
(71.) 182%— 68x + 95 = A(x — 3 — 21)(x — 3 + 21) 
4+ B(a —5) (a — 3 + 2i) 
+ C(x — 5) («a — 3 — 22). 
Dies gibt fiir x= 5 
(72.) 80 = A(2—24)(2+4 27) =8A, oder A=—10, 
fir =3+4 2 


pe 3 — 8i 
(73.) —44+20i=(—2+4 2i4i.B, oder B=— — 
und fiir 7 = 3 — 2% 
Seep *) Vergl D.-R., § 103—111. ie 
oO 


: oleich ist AS 


1322 —68r24+95 = —8i_ eS 
ee) a + Be ota aah 


Groen aad so mu ihre Sake reall sin) 
es ist 


- 3—8i = eoe = Bee ee = 
pone B(x =23 4-22) wri" Se 


also 


(76.) = Tigh 68a 90 5 eae or = 
a? —lla? + 482—65 2—5 2? — 62+ 13 
Ganz allgemein gilt nun folgendes. Sind in f(x) die | 
Koeffizienten reell, so treten die komplexen Wurzeln in _ 3 
fa) =0 pekarmitich paarweise auf**). Ist z. B. b gleich — 
g + hi, so ist eine andere Wurzel, sie heife c, gleich g—hi, E 


ae ae ee E 
(77.) b=g+hi, Pog | ae 
Sind nun auch in g(x) die Koeffizienten reell, 80 werden 
po) Sig Eh pc) _ og — ht) 

S:)- B= C= ane 
ULSD FG Fe) Fg—*) 


konjugiert komplexe Gréfen, etwa 


PSG. 0G Hy 


folglich erhalt man 


B C G4G+mMm, G—mM 2G(e—g)—2Hh 
(8) So hae ge eee eee 
oder = | 
B See ee 
(80) oe @— 9) HP 
= me 


rele AG — 
*) Vergl D.-R., Seite 512, Satz 1. 
**) Vergl. D.-R., § 114. 


— 


tee 


ae age. as 5 Ace by. ent A 


tia sits -Zerlegang (erster Fall). 


ep Anwendung der Gleichung (80.) kann man also 
os der Partialbruch-Zerlegung die ee Grates gate . 


: _ Vermeiden. = ae - 
In Aufgabe 6 hitte. man z. os setzen kénnen = 
¢ 2) | at — Be 8 Ae Te ee a 
a? — lla’ + 4382 —65 z—5' 2 —6zr + 13 far 


- Multipliziert man beide ee dieser Gleichung mit 
— @ — 11x* + 482 — 65 = (& — 5) (2? — 6x 4+ 138), 
so erhalt man 


— (83.) ‘18a? — —68r+95 = Aa? — 6-4 13) + P(x? —5z)+ Q(x—S) ae 


= 2(A4+P)+a(—64—5P+Q)+(184—5Q), 
Daraus folgen die Gleichungen 4 $f 
A+P=+18, ee 
(84) —6d4—5P+Q=— 68, i 
138A —5Q = + 95. — 
Durch Auflésung dieser Gleichungen ergibt sich ee 
(85.) Aes 10) Pes 8) = 4; ; 
und wenn man diese Werte in Gleichung (82.) einsetzt, Si? 
13a? — 68a + 95 10 38x +7 : 


2? — lia? + 482—65  2—6+ 2 — 6x13 
Dieses Resultat stimmt natiirlich mit dem friiheren iiberein. 

Noch einfacher gestaltet sich die Rechnung durch die _ 
folgenden Uberlegungen. Aus Gleichung (83.), namlich aus 
der Gleichung 

1322— 682+ 95 = A(x?—6x-+ 13)+ P(x? — 5x) + Qlx—5d) 
ergibt sich fiir z=5 
80 = 8A, oder A=10; 

und fiir solche Werte von gz, fiir welche 
(86.) x*—6rx+13=0, oder x2? =6r—13 
wird, erhalt man weiter 
(87.) 10z — 74 = (P+ Q)x —13P —5Q. 

Da Gleichung (86.) fiir zwei Werte von zx befriedigt 
wird, nimlich fiir 

x=38+4+2i und x= 3— 2, 

so wird auch Gleichung (87.) fiir diese beiden Werte von 


ee: befriedigt. Nun ist. aber Gicichang (87) nur vom Saitoh 
Grade, folglich miissen (nach D.-R., § 112, Satz ba auf 
Seite 543) die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten : 
der Gleichung einander gleich sein, d. h. es wird ~ See 
(88) P+Q=10, 18P+5Q=74, also P= £323 Q=i. wa 
‘Wie sich dieses Verfahren allgemein durchfiihren. laBt, i: 
ss mdégen die folgenden Aufgaben zeigen. ee 
= = ' Aufgabe 7. Man soll die echt gebrochene muons a 


ee “ oe a) ae 
“Funktion. oe ae desi ag in Partialbriiche zerlegen. 4 
x 


: ; rice Indem man den Nenner z 
< (89,) a — Tx? + 322 — 60 = 0 
setzt, erhalt man i die Wurzeln dieser Gleichung 
(90.) a=5, 2+4, c=2—4. 
Deshalb ist ae 
; 91.) 23—T7a?+ 322—60 = (a—3)(a—2—4i)(a@—2+4 41) 
. = (x— 8) (x2 — 424-20), 


Go) Se ee 8e eA ee 
“7a? 4+ 322—60 2x—3" 2% — 4x +4 20 


_ Maultipliziert man beide Seiden dieser Gleichung mit 
(x — 3)(a* — 4a + 20), so ergibt sich 
(93.) 6x”?— 257-489 = Ala? — 42 +20) + Pla? —82) + le —3). 
Daraus folgt fir 2 = 38 


(94.) 68=17A, oder A=4, 

und fiir 

(95.) xv*—4r+20=0, oder x? = 4x — 20 
(96.) —2z—31 = (P+ Q)x — 20P — 3Q. 


Indem man die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden 
Seiten dieser Gleichung einander gleichsetzt, findet man 


(97.) P+Q=—1, 20P+ 3Q =831, 
(98.) P=2, Q=—3; 
und wenn man diese Werte in ae (92.) einsetzt, 
6a? — 25a + 89 24% — 3 
(9 
ie x? — Tx? + 322 —60 =;"4tz a? — 4a + 20 


i oe 
A 


a 
bine 2p . 
ri. .3 


gan eee 


Tx? — 6x? + 9x jed0Ss =< 


; - Funktion ~ Gi i in pana: ‘ZOT- 


~ 4+ ra) oR 5) 
legen. 


- Auflésung. Indem man den einer i 


(100) f(z) = (a? — 4a + 13) (a? + 22 +5) =0 
setzt, erhialt man die vier komplexen Wurzeln ~ 


(101) o= 243i, b= 2— 31, c= —14 2, d= —1—%-- 


deshalb wird man den vorgelegten Bruch auf die Form 


(x*— 6x? + 92+ 108 Pxrt+Q Ra+S 
“ (a2—4ar+ 18) (w?4+-22-+5) ~ Ag 13 + x?+%+5 


_ bringen. Hieraus erhilt man durch Fortschaffung der 


Nenner 
(103,.) 743 — 6x? + 9x + 108 = (Px + Q) (x2 + 2x +5) 
+ (Ra + S)(x* — 4a + 18). 
Dies gibt fiir 
v?—4xr+13=0, oder 2? = 427 —138, 2 = 82 — 52 
(104.) 6x — 178 = P(16x% — 78) + Q(6zx — 8). 
Da die gleichstelligen Koeffizienten auf beiden Seiten 


dieser Gleichung einander Bleigh sein miissen, so gelten die 
Gleichungen 


(05)  8P+3Q=8, 39P+4Q=89, 
folglich wird 
(106.) Pe eee. 


Setzt man in Gleichung (103.) 
2+ 27 +5=0, oder 2? = —2x—5, 2 = —zx+ 10, 
so findet man in ahnlicher Weise die Gleichungen 
(107. 14% + 208 = R(20x + 30) + S(— 6x + 8), 
(108.) 10R—38S=7, 15k + 4S = 104, 
(109.) = 4.- §=11, 
und wenn man diese Werte in die Gleichung (102.) einsetzt, 


7x3 — 6x2 + 9x +108 32—7 4 +11 


(110) Soap 13) Ph 26) ae p18 + Pee 


Eaatete 8. Man ‘oll die echt gebrochene- rationale 


SESE shnlicher Weise findet, man 
Z Aufgabe Be : 


Qn? — 10a ae 14 = : = a =o 
(Lin) @ rar 3) oa i= 2) ~ Ss ‘ ae = ; 
Aufgabe 10.32 SS SS a2 = ne = 
— 222 4+ 12 ke See <= 
(x2 — 4)(@ — 4) =3 Eee “ga 
-Aufgabe 11. =a 
122? + 362—18 2 fs iS ie iS 
Or ee oe a 8 
Aufgabe 12. —— Se ee 
Sal 164-63 = b= 25 oe 13 —8V2 = — 
(e—Di@S4n+ 2) 2-1" Var 2- V2 2-24 72 | 
Sa se 
: _ £2—l- #—4r4+ 2 — 
Aufgabe 13. : — 
72? — 102 + 37. aS DAS 2 Q+% =. 
(a + 1) (x? — 4x + 13) S z—2—Bt * x—Q+3i 
: = dp 9 


; - ite 
Aufgabe 14. 


ba = 192? 92+ 80 Be 4 6 oo! 
(+ 42 + 5)(a2?— 6x2 +13) 2214745 — ee 
§ 36. 


Zerlegung der echt gebrochenen rationalen Funktionen 


in Partialbriiche, wenn die Gleichung f(a) —0 auch 


gleiche Wurzeln besitzt. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 145.) 


Hat die Gleichung f(x) = 0 auch gleiche Wurzeln, so 
kann man diese gleichen Wurzeln zusammenfassen und f(z) 
auf die Form 


(1) f(a) = (@ — aj*(a — bf (a — OV ... (w@ — ky (a — 1h 
bringen, wobei die GréBen a, 8, ee l simtlich vonein- 


ee 
Re 
oe 


Bier yeredheden ie ad von den GréBen a, A yes 
disons eine gréfSer als 1 sein soll. Dabei ist 
2) aH BH ype tepdan. 7 
eae mége wieder vorausgesetzt werden, daf Gx) ection 
ee  ‘Teiler mit. f(z) gemein habe, daB8 also eh fiir x gleich a, 
_ 6, ¢,...k% oder 1 von Null verschieden sei. Man erkennt 
4 sogleich, daB in diesem Falle die Eee 
ee GK) po A, 53 
4 e-soateotet Sar sates 
2 nicht mehr. bestehen kann, weil der ioe auf der 
i: rechten Seite nicht mehr gleich f(z) ist. 
Hier kommt man durch folgende Uberlegung zum 
. Ziele. Es sei 


6) eg =f =< a se b)F(a — ov... (a —k)*(a — 1) 


—sie 
und 
(a) 
(4.) Ate aan 
dann wird die ganze rationale Funktion 
6.) eld fase AO — Paha) 


f(a) 
gleich 0 fiir =a, folglich ist sie teilbar durch x— a. 
Man erhilt also 


(6.) g(x) — Aifi(x) = (x — ap,(z), 
oder 
(6a.) G(x) = Asfi(x) + (@ — a)pi(2). 


- Da die ganze rationale Funktion g(a) — A;fi(x) héch- 
stens vom Grade 7—1 ist, so kann g(x) héchstens eine 
ganze rationale Funktion vom Grade n — 2 sein. 

Nach diesen Angaben wird also 


7, 2) Afiz)+(e—apia) A +7 pr(z) 
nies Pe (z—a)* a) fy( . ~ (e@—ay¥ ' @—a—fi(a) 
Man hat also von e 3 ein Glied as abgesondert, 
so daf nur noch eine echt gebrochene Funktion aE By 


» ‘ea a 
Am r 
#) af a 


on'' 
Pe: 


4a-— 
aA 


ru 
Bay Te AN 


nd erhilt SHease eae ee 
p(x) te AB ees © gale) 


8) Go a—fh@ ~ ao 5 eae)’ 
also See 

oy We he 

©) Fa) @—ast @— ays eat) 


pe 

(c— or jean 

der Grad des Nenners wieder um 1 kleiner ist. = 

Wendet man dieses Verfahren a-mal so ergibt sich - 

G(2) A, eee. E PAL) 

10. a . 
00) tea ee 


In dieser Weise kann man fortfabren ia findet séhtiaioe 


wo jetzt in der echt gebrochenen Funktion 


lich die Gleichung _ ave a 
(11,) ra ee ects t + 3G : = 
+ emt a Sate ty 
ee oe ag eee GR a 

oe 


Die Ziahler A;, Ap, 5 fe 7 Bi, Bo, or Ba, res Ty, Dp, 
.. J, dieser Partialbriiche berechnet man, indem man beide 
Seiten der Gleichung (11.) mit dem Generalnenner 

f(x) = (a — aja — b)P(a@— ey... — k(x — 1p 
multipliziert, nach Potenzen von x ordi und die gleich- 
stelligen Koeffizienten auf beiden Seiten der Gleichung ein- 
ander gleichsetzt. Dies gibt dann, wie man leicht besta- 
tigen kann, n lineare Gleichungen mit den n Unbekannten 

Ay, Ag, 3 Ag Bip Baas Bay oe tel, ys kes 
und zwar sind diese Gleichungen, wie sich aus den vor- 
stehenden Ausfiihrungen ergibt, immer lésbar. 

Aus dem Umstande, da8 diese ” linearen Gleichungen 
mit ~ Unbekannten nur eine Lésung besitzen, kann man 


ried Pecaeccian sod auch in diesem Falle die Partialbruch- 
Le legung nur auf eme Weise geschehen kann, d. h. dab 
man dasselbe Resultat erhilt, gleichviel ob man zuerst die 
Partialbriiche : 
A; Ag 2 
3 @—ae t @a at t+ 
absondert, oder ob man mit der Absonderung der Partial- 
briiche in einer spiteren”Zeile von Gleichung (11.) anfangt. 
Die Berechnung der Zihler wird ziemlich umstind- 
lich, wenn 7 eine grofe Zahl ist; dann kommt man schneller 
zum Ziele, indem man, der Gleichung (4.) entsprechend, zu- 
nachst \ 


xL— a 


_ g(a) 
~ f(a) 
berechnet und das ae Verfahren auf die Ermittelung 
von Bi, Ci,...Ki, I, anwendet. Dies geschieht am ein- 
fachsten, indem man in Gleichung (11.) durch Multipli- 
kation mit 
f(a) = (a — a(x — b¥ (x — cy... (a — k(x — ly 
die Nenner fortschafft und dann der Reihe nach 
G@= a, @=b, r—c;...c=kh, c=l 

setzt. Die Berechnung der fibrigen Zihler der Pariiaibchahe 
geschieht dann nach dem zuerst beschriebenen Verfahren, 
ist aber viel leichter geworden, weil man nur noch n — m 
lineare Gleichungen mit »—m Unbekannten hat, wobei m 
die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln a, 8, 
c,...k, | der Gleichung f(x) = 0 ist. 

Einige Beispiele mégen zur Erlaéuterung dieser Angaben 
dienen. 

Aufgabe 1. Man soll die gebrochene rationale Funktion 
475 — 68x? + 3382 — 619 . 

© @—)e—bF 

AuflSsung. In diesem Falle muS man 

423 — 632? 23 338x% — 619 


in Partialbriiche zerlegen. 


ps (a —7)(«#— ae os 
A B; 
ey Fe | + (2 — 5 zi (a— ae + 


setzen. Dies gibt, “wenn ‘man beide Sei 
- mit (x — 7) («4 —by multipliziert, — Sen 
(13.) = — Ag® — 63x? + 3380 - — 619 ; 
= ae pee 


aioe Te 
(14.) ee —_ 6322 -- B28x - -- 619 — = 2 tA ns Bs) 
+ 2{—16A + By —17B:) + 2(%A + By — 12Be 
+ (— 1254 — 7B, + 35B, ey 
Daraus folgen die Gleichungen — 


A + Bs = = = 
= 1b A + —17B;= — 63, 

Ley 75A + By, —12B2+ 95Bs = 338, - == 
—- 125A — 7B, + 35B,—175B;=—619. 
Durch Auflésung dieser Gleichungen ergibt sjch oe 

(16.) A=4, B=2, BPe=—8, B=0, 
‘so daS man erhalt = 
(17) 423 — 63x? + 83882— 619 4 #6 2 3.23 


ee oF 
Wendet man das andere Verfahren an, indem man i 
Gleichung (13.) zuerst x = 7 setzt, so findet man 


(e—7)(a—- 5) pee 


(Sy. = _ 82 = 8A, oder A=4; 
und fiir = 5 findet man aus Gleichung (13.) 
(19.) —4=—-—2B,, oder B, = 2. 


Zur Ermittelung von Bo und Bs braucht man jetzt nu 
noch zwei Gleichungen. Deshalb wahlt man von den vie 
Gleichungen (15.), welche zur Verfiigung stehen, diejenige 
aus, welche sich am leichtesten herleiten lassen; d. h. ma 
braucht jetzt garnicht mehr die Gleichung (14) vollstindi 
zu bilden, sondern berechnet von der rechten Seite diese 
Gleichung nur den Koeffizienten von z* und das konstant 
Glied. Daraus ergeben sich in Ubereinstimmung mit de 
Gleichungen (15.) die Gleichungen 
(20.) A+ B,=4, 

(21.) — 1254 — 7B, + 35B;, — 175B; = — 619, 


; nf ial oe) 5. RE 5 
Poon ees Lier Sa) 2 Ae 
pas 4 sci re ad ge : are 


Partial stack Ze rlegung ; (aweiter Fall). + 287 ay 


ean - Bs=0, : 
 85B,—175B,= —105, oder B,=—3 | 

eduzieren. Auf diese Weise wird man wieder zu dem in 

Gleichang (17.) ED gayebpnst: Resultate gefiihrt. 

323 +. 102% — ao . 


Ce ae 


a Aufgabe 2, Man ‘soll den Bruch 
Partialbriiche zerlegen. 
Auflisung. Hier a5) man 
323 + 10x?— 

ee pt 
sotzon und erhalt durch Multiplikation mit 

(a? — 1)? = (a — 1)*(2 + 1)? 

@3) Ba? + 10a? — x = A+ 1)? + Ade + IX(@ — 1) 
; + Bie — 1)? + Bxx + 1)(@—1)?. 


Hieraus ergibt sich fiir z = 1 


‘ 
(22, 


(24,) 12=4A,, oder A, =3, 
(25.) 8=4B;, oder By =2. 


Zur Ermittelung von A, und B2 suche man auf der 
rechten Seite von Gleichung (23.) den Koeffizienten von 2° 
und das konstante Glied auf und setze die gefundenen 
GréBen den gleichstelligen Koeftizienten auf der linken 
Seite gleich. Dadurch erhilt man die beiden Gleichungen 


(26.) A, + B2= 3, 
(27.) A, — 42+ Bi+ B2 = 0, 
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (24.) und (25.) 
(27 a.) — A, + Bo = — 
also 
(28.) A,=4, Bo=—1, 
so daS Gleichung (22.) tibergeht in 
323+ 10x*—zx 2 1 
ome Paeait rs a ~gopteciteai zi 


ie 


3 
wg 
ak 


. 


* In ahnlicher Weise findet men : 
ae ___ Aufgabe 3. . eer secee 
. at — a — 1627 + 382 — -25 Ceo eee 
Ge 49 ee 
3 2 B= 4 

cS ep tea 
Dieses Verfahren gilt auch hier noch, wenn die 
y zeln a, 6, ¢,...k, J simtlich oder teilweise komplex — 
o. Man kann aber wenn in f(x) und ¢(z) ) die Koeffizie : 
i  siimtlich reell sind, das Resultat gleichfalls auf eine reelle 
Form bringen. Ist z. B. b gleich g + hi, so wird eine andere 
Wurzel, sie heife c, gleich g—hz, und es wird @ gleich 7 


: sein, wie in der Algebra bewiesen wird (vergl. D.-R., § 114). 
: Nan, folgt aber aus der Bildung der Gréfen, Bi, By . By 
= und C, C2,.. Cy, da man die letzteren durch Vertauschung 
s von +7 mit —7 aus den ersteren erhilt. Ist also 
— 30.) B= G+ Hy, ie Gy + Hyi,... Bs = Gs + Hy, 
3 so wird : 


| Gl). CG = He OG = Gye 0, Oe 
3 Deshalb werden die Summen 


By, C; 
@—o T @— op’ 
Bas? Co 
(32.) (¢ — be (ge of (a — ep’ 
Bp Cp 
xz—b + x2—c 


simtlich reell. 

Man kann auch hier in der Zwischenrechnung die 
komplexen Gréfen ganz vermeiden. Wenn man namlich 
die Ausdriicke (32.) auf gleichen Nenner bringt und addiert. 

= = as map wo der Nenner vom Grade 
28, der Zihler aber héchstens vom Grade 28—1 ist; denr 
die Summe von echt gebrochenen rationalen Funktioner 
ist stets wieder eine echt gebrochene rationale Funktion 
(Vergl. Satz 2 in § 34.) Jetzt findet man durch Division 


so erhiilt man 


guy 


Bas) F@)=(@ ae ++ hPa) + Pye + Q, 


} é 
ay se ee 


Pe) PO Pt 
E (og? he 


[(a@—gP +h? [@—gP+h?P - 
_Ebenso findet man durch Division 
(oP FRR eg FFP [eg 
In derselben Weise kann man -fortfahren und erhalt 
schlieBlich — 


Uae ee Cy 
Eas: + @y ae a +4 x—b ot Geo gagt (x—c)P— Te pate 
Piet Pre + Qo. Prt + Qe 


pe or te oe 


Die Berechnung der Grofen Pi, Q1, P2, Q2,... Ps, Qe 
erfolgt jetzt wieder wie friiher, indem man den Ausdruck, 
welcher sich fir ay durch Partialbruch-Zerlegung ergibt, 
vorliufig aber noch die unbestimmten Gréfen Pi, Q:, Po, 
Q2,-.. Ps, Qs usw. enthalt, mit f(x) multipliziert, nach Po- 
tenzen von x ordnet und die einzelnen Koeffizienten den 
gleichstelligen Koeffizienten von (zx) gleichsetzt. Dadurch 
erhilt man  lineare Gleichungen mit nm Unbekannten, deren 
Auflésung nach diesen Unbekannten immer méglich ist. 

Man kann aber auch hier die Rechnung wesentlich 
abkiirzen, indem man 

(x—g? +h? =0, oder 2? = 29x—g?— h* 
setzt. Dadurch kann man die eben beschriebene Gleichung 
auf den ersten Grad bringen und durch Gleichsetzung der 
gleichstelligen Koeffizienten die beiden darin verbliebenen 
Unbekannten P; und Q, berechnen. 

Am besten wird dieses Verfahren durch Beispiele er- 
lautert. 


Aufgabe 4. Man soll die echt gebrochene rationale 


Funktion pie in Partialbriiche zerlegen. 
L 


37) 


mal (x? + 1)? multipliziert, erhalt man oo 
88.) 2n+2 = Ala? +1?-+(Piz+ Qi) (1) +(Prn-+ Qi) a— 
oder, wenn man die rechte Seite dieser Gleichun = 


aes eee = : 
(@— 1) + pip Cal Stee at a Det . 


seen Wenn man beide Seiten: dieser | 


fallenden Potenzen von x ordnet, = = 
(39.) 2a+-2 = a(A-+ Po)-+2{—Po+ Q:)+2? DAL Prt Pe 
+ o(— Pi + Q:—P2+ Q2)+(4A—Qi— Q). z 

Durch ee der girl eck Eostimen 


ergibt sich hieraus ‘ g 2 
A+ P2=0, =o 
—Pr+Q2=0, © a3 5 
(40.) 24 + Pi + Po—Q2=0, ae 
—Pi+ Qi— Po+ Q2 = 2, 
. A— Q1 — Q2 = 2. 


Lést man diese Gleichungen auf, so findet man 
{41.) A=1, P=—2, QW=0, hP=—1, Q=— 
also 
ce Qe 2 ee ee 

“ (@—1)@?+1? w«—1 @?+1)- 24 s 

Die Rechnung wird wesentlich abgekiirzt, wenn man 
in Gleichung (38.) aunachst x=1 setzt. Dadurch erhalt 
man 
(43.) 4=4A, oder A=1. 

Fir 2?=—1 geht sodann Gleichung (88.) tiber in ~ 
(44.) 2a + 2 = (Pia + Que — 1) = (— Pi + Qie — Pi— Qn 
und_daraus folgt 
(45.) —-Pj+Q=2, —P—Q=2, 
(46.) P, = — 2, Qi = 0. 

Um noch die beiden Gréfen P2 und Q2 zu finden, 
braucht man auf der rechten Seite von Gleichung (38.) nur 
diejenigen beiden Koeffizienten zu berechnen, welche sich 


<> 


x am Teichteston Syenattalit lassen, nimlich die Koeffizionten 
von z und 29. Wenn man diese Gréfen den gleichstel- — 
ligen Koeffizienten auf der linken ‘Seite von Gleichung (38.) — 


gleichsetzt, erhalt man 


(47,) ey A+P,=0, A—Q—Q=2, 
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (43.) sine (46.) 


(aj &; P,=—1, @=-—1. 
Daraus ergibt sich wieder Gleichung (42.). 
Aufgabe 5. Man soll die echt gebrochene rationale 
) DAG Fe, Riclon b> epee 

Ba + Qos + 62*— 1c" 127-8 . py 


Funktion fo GL Op a ee Fa? + We OP 
briiche zerlegen. 
eee, Hier ist zu setzen 
Gx) Pix+ Qi P2+ Qa 
ri fa) @— gp teat ataey oe + wae 
- folglich wird : 


(50.) g(a) = 825 4 Qat + 6a? — lla? — 122 —8 
= Ay(x? + 22+ 2) + Axx —2)(x* + 2a + 2)? 
+ (Pye + Q1)(@—2) 2+ (Pox + Qz)(e—2)? (a? + 2242). 
Dies gibt fir r= 2 
(51.) ; 100 = 100A;, oder A,;=1 
und fiir x? + 2a-+2=0, oder x2? = —2r—2 
10z+30 = (Pyx+ Qn —6r+2) = (14P,—6Q1)e+(12Pi+2Q)), 
also 
(52.) 7P,—38Qi=5, 6Fi+ Qi = 15, 
(53.) Pi=2, Q=3. 
Setzt man jetzt noch die Koeffizienten von z°, x‘ und 
x auf beiden Seiten von Gleichung (60.) OES A gleich, 
so erhalt man 
Ae fer sa Bh A; + 242 — 2P2+ Q2 = 2, 
4A, — 8A, + 40: + 8Q2 = — 8, 
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (51.) und (53.) 
(54.) Ap + Po = 3, 2A2— 2P2+ Q2 = | Ag — Q2 = 3, 
also 
Kiepert, Integral-Rechnung. 16 


(65. | a 
Indem man diese Werte i in n die Gleichung (4 49 
~ erhalt. man_ bates Rs Bente wi STO 
af Ba 4 Dat + Go? — Ue? —18e—8 
6) . ae Fa? a on a 22 a rs , 

x ct Qn es o: tea Orel tos eee 3 


eeu Seay +@raerat amg 
In dhnlicher Weise findet man ATER aN a ' 
Aufgabe 6. Abas Sige jeer ae 
Qa5 — Bat + 162° 2 4 Oa + 19 A thal 4 


4 Oe 8 \e—1l > px 
(as age tg see ES fc 


Weitere Ubungs -Aufgaben kann sich der Anfanger 


i 
Re 
” 
i 


ae bo sehr leicht selbst stellen, indem er beliebig gewahlte Partial- — 
ae briiche auf den gemeinsamen Generalnenner bringt und da- 
: ‘ ‘ durch die Funktion Pz) bildet. Bitte ee 
fla) | e 
a ‘Bei der Zerlegung von ) in Dattalbruchs ist vor- : 
he ausgesetzt, dafi man die Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 
Cae bereits ermittelt hat. | 

R 

wes 

‘f § 37. : 

of . . A A 

Bt Integration der Funktionen dx und ———_dz. 
Mf xr—a (2 —.a)* 


3 (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 27, 29, 29a, 87, 88, 90, 92 und 146.) 
Die Zerlegung in Partialbriiche macht es médglich, 
jede gebrochene rationale Funktion zu integrieren, denn 
man kann sie nach den Ausfiihrungen der vorhergehenden 
. Paragraphen stets (nétigenfalls nach Absonderung einer 
ganzen rationalen Funktion) in eine Summe verwandeln, 


deren einzelne Glieder entweder die Form = oder 

—a 
eave haben. Diese Ausdriicke kann man aber sehr leicht 
integrieren. 


Seat ‘man Akan: Si eee 
P é. age also” Rep est 
g 8 wird nach, Formel Nr. 12 der Tabelle” 


ee ae 
chi = dx = A 4f%t = aint, 
y Radek: in ‘Dbereinetimmnng mit Formel Nr. 27 der Tabelle 


Bay a Rr 


i Feener: wird, wenn m von cf verschieden ist, nach Formel 
Nr. 9 der Tabelle, indem man m=—v~n setzt, § | 


| Deas ERG ASAE a pent 


+. 


dx = Aln( — a). 


‘ 


me ft 


f —n+1 
oder he 
3 ae fey aimee 

ae Sea ~ eo 


Fir » = 2. ergibt sich hieraus Formel Nr. 90 der Ta- 
belle, naémlich 


(8a.) d. re Lee Pg) Peek 
i 224+ a+b? Jiatb? ~ «+d 
Wendet man dies auf die in § 85 und 36 behandelten 
Beispiele an, so findet man ohne weiteres die Lésung der 
folgenden Aufgaben. , 


2 cd 
Aufgabe 1. {eee ro) dn = 
Auflésung. Nach Aufgabe 1 in cs ist 
Loa W098 ea eens 
a? — 62? —18a@+4+42 «£-— 3 — 


folglich wird 


15%— 70x — 95 a 
6x! — 182442" o— | ge rs Oa 
= 3ln(a2—7)+5ln(x+ 3)+ 7ln(@— 2) 
= In{(x—7P (a +3) (a—2)"]. 
ot ode eS 


Aufgabe 2. 


nr pee 
16* 


folglich wird 


ee, tem fins fart fe 


= ae In(x _ 1) a8 In(ar + ae 


, 


; va {bal te as 

“ autgabe 3, es Gene = or ane se boat 

: “Auflésung, Nach Autgabe 3 in $35 ists ek 
eres Stat Saba GAG Ser 4 Ae aaa 

a @—@—-%(@—38) 2-1 2—2's2—3 
ae, folglich wird | 3 aa 


* 4e*—lbe +19 (da da ia i 
leas eo aye if =f “yt oS ote 
edn) SX Sint) Bie oem 
Yi r a Bete 
: Aufgabe 4. Es ee tel 
ie eel Auflésung. Nach Aufgabe 4 in § 35 ee 


al eal 22 2 ; 
folglich wird 
(da ue 2d: 2 
Hee—a~yeVae—1 v6 teen yo) 


= 7 [In (2a — 1 + V5) — In@x — 1—V5)} 


1 2's 1 +V5 
= ln 2): 
V5 rs Se eel fat 
: ~~ 46x" — 20x + 153 


Aufgabe 5 [es MS : 
q a: a? — Qa — 97 +18 eo a 


Aufldsung. “Nach Aufgabe 5 "s § a ist 


dat — a3 — 46x? 20x + 153 nee 
ee re 2 818s cue Tes 2 2— pate’ ‘ 
eoetoh wird | a 
= — Abe — es ee da aa 


rae dx Er a 
| nf Biles (i, ie 


= Mr? 4. stn thet ; a 
(132° 684 9)de 5 a 
Aufgabe 6. fen Pet ae a ae 
Auflésung. Nach Aufgabe “ in § 35 ist 
1329 684+95-_ 10 , 3—8i if 3+ 8i - 
(a —b)(a®— 6a +13) 2—5 ie 82)" ae — 34-21)’ . of 
folglich wird es 
je — 68x + 95)da _ 8 oF da Me 
(2—B)(a®—6x + 13) sg z—3—2i | 
a8 St ams . 
oF Jee Ot 
= 10In(a — 5) + ‘ a ives <= FP — 93) 
oo 3 mi Sine — 8 + 2). 


Dieses Resultat befriedigt ,deshalb ay weil es kom- 
plexe GréfSen enthilt, obgleich man es, wie spiter gezeigt 
werden soll, auf eine reelle Form bringen kann. 

Qu? — 10x + 14 

Aufgabe 7. ae = 

Auflésung. Nach Aufgabe 9 in § 35 ist 

2x7 — 10x + 14 3 2 : 

@—De—a@—2) 2-4 2—3t 2’ 
folglich wird 


(2a2—10x+14)dr _ ys oe t 
ieee = 31n(z—4)—2]n(~—8) + In(x —2). 


—— dx =? 


y 


- Auflosung. | 


— 22% + 12. ae 12 on He 
(a? —4)@— 4) a 3\ e—2 Te+2 2 
folglich wird webs RNAS ! | 
ees Ae ‘ a} es Wk te pera es 
» S@-ae-5- eet rns 2) 4 7ine+2)— os 3 
Aufaahe 9, af — ee / 
Auflésung. Nach a 11 in § 35 ist a 
120? + 362-—18 2 a oe 
folglich wird * ne Sie eet a 
: 2 elects : 
eee Qinz + 11In(e—3)— -In(a Be 8). c 
eas S42 16a BN a 
ae Aufgabe 10. oe == 2S 
fi Auflésung. Nach Aufgabe 12 in § 35. ist 
— 8a8— 16248) = 1 /138+3V2 | 1332) 
(w—l)\@*—4e+2) 2-1" 9V9\e--2-V2 a oy or 
ia folglich wird | 
ag (Sa? — 16x + 3)dx 
ae (eo Tia 4D) 
F = 6In(e —1) + val + BV 2)In(z — 2 — V2) 


SELB 8 VO gee v3) 
n(® Freeads 
ve i BL Ye 


= 5In(a— 1)+ + + 5 In(a? — 4x + 2). 


4a3 — 6822 + 8880 — 619 
Aufgabe 11. i erat ae rat 


7 “Nach A Aufgabe Li in 1 § 80 ae % f 
992, 7 . cto K. be oe 
Tae og @—F 


? Cote ste As : oe 
Sean, “i al Bes FP 


i 


t 


= #lng 7) 
| —16 
1 BY aay hs racea : 
ae 3a? + 102? — 2 . 
; Aufgabe 12. ; Ge ei on =? i 
Auflésung. Nach eer 2 in § 36 ist 
323 + 102? — x 2 1 
ea ea Cea ie woylag ea REO 
folglich wird ; 
323 + 10x22—-a dx 
(a? — 1) 36 fs 1? IO ita (7+ 1) 
| " Re, dz 
: ; x ah 1 
seth | 
coe DIU RT ei a ee Nine $0) : 
in (2) be +1, ‘a 
a a+ a w—1 ; : 
at — x — 1627+ 38@-—25, a 
Aufgabe 13. fe de = 


Auflésung. Nach Aufgabe 3 in § 36 ist 
at — 2° — 1627 + 38¢ — 26 
(x — 1P-(a — 2p 
pen EA 2 5 ape LP POE: 
(@—1¥ '2—1 («—2 ' (~—22 «—2 


folglich wird 


(ot — 2 — 162" ae: = a 
ne eSNG an 


ergibt sich z. B. Formel Nr. 29 der Tabele, > malic ‘ a ‘ % 


s . @) “feta-8 Qa nC) mG ee 


ohne weiteres durch Partialbruch- -Zerlegung. oS 
| In gleicher Weise ergab sich auch Formel Ne 88 der fs 
es Tabelle, namlich. 


(5.) le ts su eat L— Ly = 
: (as — 21) ("% — x9) ae" oe 
durch Partialbruch-Zerlegung. 
Daraus findet man dann ane Formel Ne 87 dsr 


hes 


a on a 
ian Rea BHO 
ot 


Bay _ Tabelle, denn bezeichnet man die gee der Gleichung — 
e: (6.) a? 4 We +o= 07 

<a 

" mit a und 2», so wird 3S 


7) Die OV bic: Xo = —b—VP =e, 
a — t2 = 2Vb2?—c, wu 

8 s (8.) (@ — x) (a — m) = 2? + 2bx +c, 

s so da Gleichung (5.) tibergeht in 


# - f dae Set nC es 
. (Pe Abate  2VbI—e Ww +b + VeR—e) ‘ 


' Ebenso erhielt man auch Formel Nr. 92 der Tabelle, 


namlich | 
(Px + Q)dx ; 5 
Se Te — x1) (@ — x) 
zm Pm + Q)in@ — x) — (Par + Q)in(z — | 


durch Partialbruch-Zerlegung. 


Betis ntogeation der Funktionen 
ait dx d dx 

 @a-ge+e ener 

: (Verg gl. die Formel- Tabelle Nr. 89, 147 bis 150.) 
Nach Formel Nr. 28 os Tabelle war 


a Jao a amete(; yes 


| Auf den Zusammenhang NEES F ormel mit Nr. 29° und 
29a der Tabelle, namlich mit 


bey fet lens (2)- Lae) 
| oder 
(2a.) fo = ae 7 Ur6tg(”) = sgin(==* ; 


ist bereits auf Seite 68 und 69 hingewiesen worden. 
Aus Formel Nr. 28 der Tabelle ergibt sich Formel 
Nr. 89, namlich 


+ 
a2 
we 


(3 letseas = are (| °-), 
ate ye 
indem man das Integral auf die Form 
oe ere OF + b) 
(e+ bP +e—? 


bringt und c — 0? gleich q? setzt. Dieses Integral geht in 


ide ag) (4-4 
fs oes: rer ~le—a PR gente (= 7) 
tiber, wenn man 
(5.) =—Y, c— bh? = h? 
setzt. Noch unmittelbarer erhilt man dieses Resultat durch 
die Substitution 
(6.) z—g=ht, dx=—hdt, 


dann wird namlich in Ubereinstimmung mit Gleichung (4.) 


(© fete het 


ode 
) 


au cee: fie den Fall wo. on> ae cae 
némlich — 


8 a : dx sea hat 

© fea rrr = fate ree 
- Nun BEC . Saga ee ry Aes aan inte 
SAL py ee Teper ui ft apache 


(9). ape > 


ay pep ape Lea Be a se 
| folglich wird — | : 


Co ata eee Pdt 
we heter = fata + Py i +e 


Setzt man Tees in Formel Ve 98 der Tabelle, naim- ao 


lich in ‘i 
Judv = w — Sodu, yy 
Ree Gome dl + #2) +2) 4 
a ae ee 7 
a also eis a ae vy 
: da SAE og ek ee q 
os | ae (ody ae ere | 
a so erhalt man 
‘ Pat t 1 5 
: (1) brane sen a ene “a 
| und wenn man diese Gleichung von Gleichung (10.) sub- 
if ; trahiert, 
4 dt t /Qn—3 [dt 
(2) a+r T Ont PPo t In 2 27a +e-1- 
Durch diese Formel ist das gesuchte Integral auf ein — 
einfacheres zuriickgefthrt. Durch wiederholte Anwendung 
der Formel kommt man schlieBlich auf 


a 


nigiit Pathe s fat eee 
cmt sheer 
marge taeetst, 


ae cat ie lees 3.4, 7 eos 
file 3 Fm Tareas 
. | pene 
Bert gett 


. Man kann das gesuchte Integral fiir die praktische 
_  Ausfiihrung der Integration auch auf Formel Nr. 102 der 
- Tabelle zuriickfiihren, indem man 


3 
dt BF 

(13.) t=tgz, also z2=arctgi, dz= Te’ a 
1 i: 

aes PASE? B 

(14.) 1+@=1+tg=— get ENC) ite cos’z, B 
1 2n—2 ir 

| SW rece ial e- 
setzt, dann wird mit Riicksicht auf Formel Nr. 102 der a 
Tabelle, wenn man 2n mit 2n — 2 vertauscht, “a 
(15.) ek cos**—2dz . 4 4 
YY Jae Se wi a 

e , 2 2n — 3 gg 6 % 

= sine| 5. a oe n—3z ad (Qn—2)(2n—4 cy Te @ 4 


(2n—3)(Qn—S)... (2n—3)(2n—5)...5.3.1 , 
gat te Gyan a). oer e082 | )On—4)...642 


Dabei ist 


1 : t t 
(16.) cosz = Vi me sing = —————) sinzcosz = + 7a’ 


V1 +i 


=| 
! 


ae 


ahs n= 3 exhalt man Z. B cee i a ES 


mee ee 
ace 7 Pp sine costz has nae) HE 2° | 


es ec +?) +8) + fact aye SS 

Integration der Funktionen = Bs 
at Vee und Pat Qin | 

aot ee ear es ce q 


(Vergl. die Formel- ‘Tabelle Nr. 151 und 152.) ; 
Setzt man in Formel Nr. 91 der Tabelle, namlich in : 


(Pa+Qydx _P Ae 
BL Dba ben ge + te +) +(Q— Psp re 
(Ld) ame Soin a at: 


so geht sie tiber in 
(Px+Q)dx _ ean ie 2 +0! 
dies gibt nach Formel Nr. 147 der Tabelle | 


ay Pets =F ile ae 


In ahnlicher Weise kann man lea * auf- 


finden, wenn »>1 vorausgesetzt wird. Es ist namlich 
Se oF he [(@ — gf? + Wr 


2a — g)dax the 
(PB 
“sien ee ERR 
Setzt man jetzt 

6) @—gP +=, also %x—g)de = dy, 
und \ 
(6.) x—g=ht, also dx=hdt, 
so geht Gleichung (4.) iiber in 


jerk 


‘ee rs: ae Zestegung 5; Cbg: ee z 53 
Jis= oF me app Tm Jape 
“dies gibt 454. .- ny 


.@) Doe ve lp 
[(@—g? 4 + ae i, (2n — 2)[(a ye +p 
sah Pg +@ 


J tant j2n—1 aes 1} By 
7 ilies das Integral auf der rechten Seite nach Formel / 
Nr. 149 oder 150 der Tabelle berechnet werden kann. 


§ 40. 
Ubungs - Aufgaben. 
, f 13x? — 68x + 95)dx 
Aufgahe 1. a a — seas 
 Auflésung. Nach Aufgabe 6 in § 85 ist 
(1) 1322 — 68x + 95 ess ite nk: 2a a 
(a — 5)(a? — 62 + 13) g—5' o—6r+ 13 
Nun ist nach Formel Nr. 27 der Tabelle 
(2) f ee = 101A —5), 
und nach Formel Nr. 151 der Tabelle ist 
ea Te | 78. f (ae — O)da ff ee Wn aS 
w—br+13 8Ja?—6r+ 13 (a — 8)? + 2? 


ise 2 . air 8 
= g ine — 6x” + 13) + Sarctg (“> ): 


=? 


(3., 


folglich wird 


132°—682-+95)dx _ ee By pa 0 
(4) iene ba big) 7 10lne—5)+g In? — 6x + 18) 


aN, “= Saretg(“ 5): 


6a? — 25x + 89)dax ‘ 
pumgene. 2. eo Bye — = 30) ri 
Auflésung. Nach Aufgabe 7 in § 36 ist 
62? — 2x + 89 4 Sioa with 
OF Gas BK 42 WO) 8 — de + 20° 


ee. — ae 
— 4a i 20 


_folglicn eed an en 
sae ae 89)dz 


: Wie oe — 
| | rote bt ples e 
! Auflésung. Nach iret 13 in-$°35. ist): vee 
4 fe 10 BU eee : 
© @tie@ e+) —e+it P@— e+ 
is @  Qea—4 6 : 
Tayi ts eis + GTR 


folglich wird 
(7x? — 10x + 37)dx 
iy (x + 1)(a? — 4a + 13) | 
x — 2 
= 3in(a + 1) + 2In(a? — 4a + 13) + Qarctg (=F). sy 
7x? — 6x? + 9x + 108 
Aufgabe 4 (x? — 4a + 18)(a? + Qa + 5) 
Auflisung. Nach Aufgabe 8 in § 35 ist 
penne 6a? + 9x + 108 Ba — 7 eae 
aa) oe ge 18ND By a ceria te 
BS 3 eee 
oD a? Ae TBy = + 32 


By | Qn 42 ee 


dx =? 


folghch wird 


; — 12a? — 9x + 30 

/ fe | Aufgabe me 6 feta ? 
4 i - Aufldsung, Nach Aufgabe 14 in § 35 ist 
A. (13): _ Bab§—12a29—92-4+30 aoe x. Qar—7 
ee —baF13)— P442pb! @—b6r+13 
; | PasMenrede Ay Bao Bete ead: 
a ee iy ee ae) 


| WS SU aed 1 
| e—6r+18  (c—8)P +2’ 
folglich wird Tai a 
“Nil a Dalia Dad 
Fie ac aaah — 6x + 13) 


= 5 in(2® + 4a + 5) — arctg(« + 2) 


(14.) 


-+- In(a? 
Aufgabe 6. fecne or =? 
Auflisung. Nach Aufgabe 4 in § 36 ist 
” (15,) (AeA Aan YO VOD in! 5 LY 
@—lie+iy 2-1 @+ip +1 
Nun ist nach Formel Nr. 27 der Tabelle 


(16.) é a = Inja@—1), 
nach Formel Nr. 152 der Tabelle ist 
Qxdx 1 
Sie Jaca aa 
und nach Formel Nr. 151 der Tabelle ist 


(18.) eee = $]n(x? + 1) + arctgz. 


e- a 


Sine Re cece =2) 


§ ees te | faint + 204 5) + Tar tg at". 


> 
ae. 
se 
‘ 
+ an 
a 
o , 
2 
. 
ro 
3a 
“aa 
Ay. 
Sa 
BYE 
~ 
a 
ny 
- 
ae 
ree 
* 
Fig 
a 
, ag 
Ae + 
yey 
. t. 
+ 
o 
"‘K 
+ 
kf 
: 
RY: 
' 
te 
a 
an 
Sa 
is 
% 
aon 


_ Formeln Nr. 30 und 18 der Tabelle | uy 
— den Gleichungen ee bis a) a ‘sich. daher — 


aes Nun ist nach den Formeln Nr. 146, 27, 151 und 152 


. dx 1 ous 


Dieses letzte Resultat hatte man auch. 


6 


Aes = Bawa-+-1 oar re | 


 Autgahacts - S + 224 +- ens “11a? a -8)dx 


(2a + Q\dax $s 


(@ — 2)? (a? + Qa Tee . 


Auflésung. Nach Aufgabe 5 in $36 ist = 

90) oeet at Oat — a? — We 8d Sy 4a 
20) ——~@—@piepoy wap ta—2 a 
224+ 3 Riad. Pua a : 

+P tetas : 


: 


der peels 


- 


eeu RO Pat ge teens 
= Aln@w+ 224 2)— —2arctg(z+1), 


os) fet oae Qe + 3de (Qa + 2)da ae 
(x? +22 +27 (x? + 2a + 2)? ices a 


(e—1de 1 es pte Ne 
(22.) ya 


Ss aaa thee 
wobei x +1 gleich ¢ gesetzt ist. Dies gibt nach Formel 
Nr. 149 der Tabelle . | 


dt t dt 
(24.) ki +P +P) +5 1+? 
t 
“sa +879 
oe c+ 
2(a? + 2x + 2) 


9 arctgt 


1 
++ 5 arctg(x + 1), 
folglich wird 


. a dhxs 
ae ~~ to -< 


> 


“ii sash ee 2 
40 ‘Partialbruch : pretties Ses aaa 2 
‘Se Ba 4. Qe! + 6x8 — 112? — 1997 -8)dx 
a 4 eI Re eae 
xe: —1 
— a5 + 2in(e— D+ rey 
; -. Bln(a? 4 Qa aS Ope Zarctg(x + 1). 
SP ns gS (a + 8)dx — 
Be. Aufgabe 8. e+ ao+ip~ ? 
F Auflésung. Da in diesem Falle 
(26) ot ae+la(ot+sP +2 
_ ist, so erhailt man nach Formel Nr. 152 der Tabelle, indem 
Fa 
(27) P=1, Q=3, Ran ae 9) h = 4V3, n= 2 
setzt, — 


(4+ 8)de 1 SPO [de 
CS) fe@te+ii  weteth syasa+e 
wobei 
(29.) . Q +1=tV3 


gesetzt ist. Dies ses nach tia Nr. 149 der Tabelle 
3 (30.) fepm- mats arctgt 


a et ah Ce ee ee ee Reh, 


| (Qa + 1)V3 2 +1 
. Pee acy -); 
 ° d ba+1 2 “et 
(a+ 3)da —. z+ x 
@0) farpe ris S@®f2+1)* 3y3an° 8 
eee 5 id fe a 
Aufgabe 9. @—3-ete+ip dx =? 
Auflésung. Nach Aufgabe 6 in § 36 ist 
139 Qx° — 824 + 1623 — 5a? + 92 + 19 
ee eet 
4 22+ 3 a—l 
Eee; taast (la plp mt ped 
2a4+1 2 
a a +9 area epee 
Qa +1 1 
tipyeti teryti 
' Kiepert, Integral- Rechnung. 17 


4 


oe ee pt oe ee 


§ 40. eeaebee Ze 


eGoct man wieder | 


9-9 b= 3V3, wt ia Ms, he 


2 


so wird | 
(88) <.5 28 + #2) = Mat “ xn S 4), 2a 

ne Vda — fdy ee Sess ye eae 
‘aid i wie die Gleichung (30.) 


(168: r16V3.dt_ 8 
ee (er ~ fori oF AY B83 eae 
ae ~ 8a a+ 1) + gyguete(ae) : 
are. (36) papi ne te+)) 2 


fe ee 4dx 
: a eH leer 
3 _ ee a Oe eee 24+1 
Ss Tee pat ctg ey 


‘ ; eS ae o 
PU oe eT a ee Ee’) 


Deshalb wird 
(38, é (8 — Bat + 160% — bo? + 9 + 19)da 
(x — 3)?(a? + a + 1P 
il 
et+atl 
da + 2 2x +1) 
*seresataye arctg ae 5ina?-+ a+ re 


vqaret Gee 


4a — 1 ) 


ween EE ee spe iD 


mb: 


St ine—8) — 


2 


——=arctg 


—3"5 + noes bees re 
+ In(a — 8) + 5 int +2+1). 


(6a? — 82 — 4)dax 
Aufgabe 10. fo - 2 


Toe oe 


~Auftosung. ‘Hier ist De ee 
ba? — 82 —4 Pe 

co Ee Se et 

“aes wenn man beide Seiten der Gleichung mit 

; es @4+1=(¢+ le?—z+1) 

4 Perieiplier, 

«= ba® — 8a —4 = Met 24 1)-+ (Pet OD) 
Dies gibt fir «=—1- 

4 9= 84, oder A=3 
Fond fir 2—2+1= 0, © oder e=x—1, 


(—38e—9 = QP + Qe + (— P+, 


also 


(40) 24 Q=—8, —P+Q=—9, 
(41.) Pv Be fare, 
: bae—8e—4 8 Qa —7 
Pe Ea Sree Eres 
Nun ist nach Formel Nr. 27 nee Tabelle 
(43.) fF — = 3In (x +1) 


und nach Formel Nr. 151 der Tabelle 
ag) (Ota Taz _ (Ou—Vaz gf de 
* Ja®*—a+1 xw—ax+tl ears 
= In? —2+1)—4V3 
 folglich findet man 
| (bx? — 8a — 4)dax 
(45.) SBME Te ae 


= 8in(z + 1)4 Ine? — 2+ 1)— 4) Barctg ee): 


ee ee ae 


Dem Anfanger wird die Priifung der vorstehenden 
Auflésungen durch Differentiation empfohlen. 


In manchen Fallen, wo die Integration durch Partial- 
bruch-Zerlegung sehr umstindlich oder infolge von alge- 
17% 


— 


Sg polices die Tider ee 
und Substitutionen, wie durch wee 
rung gezeigt werden —— = 


ae ae 
Aufgabe 11 iebs +i) * = 
Auflésung. Setzt man in diesem Fale Mies . 


| 4 Sits 
(46.) =F also d it = — oes 
so wird ee 
da ee at Sete 
(47) ern ea 
oder _ ee ee = 
as) ory BHT ~bmG+t)—— 5 a = 


GE) yea) 
ee vet 8 

Man kann dieses Resultat auch in folgender Wein 
finden. Es ist 


eee Ca ee ee 3 
afc? +1) we Se 2 
also | Be 
dg fe [eda . se 
aa +-1) J a foe ao 3 
ine = inheee S 
Inz—4 n( + 1) na 
dx . ae 
Aufgabe 12 
: xa + 1) 
Auflésung. Setzt man in diesem Falle 
(49.) c= = also dx = ae 
so wird 


1 
dx Bat aa 
50.) Ie = — fee — Poe + 0, 


oder 


Res 


ae 33 ‘ Zi es aie ea ang ae ee Se 
ch-Zerlegang Theneee Anfgsben “961 


a fefes- = BGe)s ae 
Ps. : Ze 3 =7>G)- Be 


Auch hier findet man dasselbe Resultat aus der Glei- 


5 ad _@+)—a Le , :. 
aT) oe 1) eT” : a 
aus der dann unmittelbar folgt ag 


of _ fax  [(xdx 4 at x 
een ={o> EER Hin(et 4-1) =In( 7 


oY PY Ogee © ee 
aa 


Bezeichnet man in dem Falle, wo f(z)=0 mehrfache e 
Wurzeln hat, (in Ubereinstimmung mit § 119 der Diffe- a 
rential-Rechnung) den gréften gemeinsamen Teiler von e: 
f(x) und f(x) mit 9(x), setzt man also ‘ ‘ 


(62. ) Xa) = («x — a(x — bf ax — ce)... (2 — 1 
und 


63) oa) = 9 —(@—a(e—du—0)...(@—1), 

so braucht man, um (x) und o(x) zu bilden, keineswegs 
die Wurzeln von f(x)=0O zu kennen, sondern kann sie 
durch rationale Operationen aus den Polynomen f(x) und 
f(z) herleiten. Dann laft sich die Partialbruch-Zerlegung 
auch in folgender Weise ausfiihren *). 

Es sei » wieder der Grad von f(x), und m sei der 
Grad von g(x), also die Anzahl der voneinander verschie- 
denen Wurzeln a, b, c,...l der Gleichung f(z)=0. Die 
PX) 


echt gebrochene rationale Funktion Fa) konnte dann nach 
Gleichung (11.) in § 36 auf die Form 


*) Der Anfanger darf diese Auseinandersetzung tibergehen. 


] 
a 


Ss 


ey me ee “ta=1 <a 


a a “a 


gebracht werden. Bei der Integration liefern nur die 
Partialbriiche. : es 


z— G eels 
die logarithmischen ae sate 
A,\n(z — a) + Baln(a —6)+---+ L,ln(x — 1); | 
die iibrigen Partialbriiche ergeben bei der Integration echt 
gebrochene rationale Funktionen, deren Summe wieder — 
eine echt gebrochene rationale Funktion mit dem General- 
nenner 9x) ist. Man findet daher 


65) = oa + Agln(@ — a) + Bgln(e — 0) +-- 
Elna uy 

wobei der Grad von &x) gleich » — m, und der von 

(56.) pla) == cya" beng bo Le Oy yg a C5 

héchstens » — m—1 x a. die nies 

A, O(a 

 &— 4 23 4 Si a 

ist. eine echt gebrochene rationale oncah bei welcher 

der Grad von o(z) gleich m, und der Grad von 

(8) x) = yw Ee Hegr™—2 eee Le Kogg 1 + Koon 

héchstens m—1 ist. Die Funktion yz) kann jetzt be- 


stimmt werden, ohne dafi eine Integration ausgefiihrt zu 
werden braucht; denn aus Gleichung (55.) erhalt man 
9) 2) 9). B®) — Wa). H@) ofa) 

f(a) Ha? » O(a): 
wobei man noch auf der rechten Seite dieser Gleichung 
Zahler und Nenner des ersten Gliedes durch den gréSten 


(57.) 


ig Sie ie © a ¥ 
P me Stead 
g emeins amen Teiler z(z) von #(z) und 9(x), der wieder durch 
rationale Operationen gefunden wird, dividieren kann. Setzt 
man dabei 


(60) H(z) = ex). (x), 9(ax) = az). 92fa, 


f so geht Gleichung (59.) iiber in 
a) 42) — Bile). We) — la). la) a) 

eee a fa), = We), Hla) oa)’ 

wobei 9;(x) ein Teiler von e(z) und deshalb x). (x) ein 
_ Teiler von f(x) ist. Schafft man noch in Gleichung (59a.) 
die Nenner fort, indem man beide Seiten der Gleichung 
mit f(x) = 9(x).o(x) multipliziert, so miissen die gleichstel- 
ligen Koeffizienten auf beiden Seiden der neuen Gleichung 


; ‘i - 
ye S* - 


chungen mit den n Unbekannten 


i, sy alcwes FBG Was? cite; 


ea ee 


_ die sich immer auflésen lassen. 
Man kann also die Gleichung (59a.) und deshalb auch 
x(a) . p(x) — Wa). Ffa) 1 Va) 
Pe ake oe) 
vollstandig bilden, und zwar ist dieses Verfahren auch dann 
noch durchfiihrbar, wenn man die Wurzeln der Gleichung 
f(z) =0 nicht kennt. Dagegen ist zur Berechnung von 
fas ce dx in endlicher geschlossener Form die Kenntnis 


der Wincaln a, b,...l erforderlich. 


540, Partialbrach-Zerlegung, 5S 263 


einander gleich sein. Dadurch erhilt man n lineare Glei- 


Z Integration der irrationalen 


Re Ne, 
Allgemeine e Heaertamee a 


men worden. (Man vergleiche Nr. YE 23, 24, 81 bis 42, 84 
bis 86a, 119 bis 181a der Formel-Tabelle) 7 
Dabei wurden in den Formeln Nr. 84 bis. 86a die : 
Trrationalitaten 


Va? — x, Va + 2, = ww 


bezw. mit Hilfe der Substitutionen 


x=asint, oder x=—adgqu, 


goatee, Spee ee aSinu, 
a 
L= —_, xz = aSoju 
cost es i 


weggeschafft. Dadurch erhielt man unter dem Integral-— 
zeichen rationale Funktionen der trigonometrischen Funk- — 
tionen 
sint, cost, tgt, ctgt, 
bezw. der hyperbolischen Funktionen 
Ginu, Coju, Tu, Ctgw. 


Setzt man dann noch 


tg G) =2, bezw. G) = 2, 


- . . . * 
so erhalt man unter dem Integralzeichen eine rationale 
Funktion von 2z. 


cf ge oS § § 42. 1c p ae irrationaler Peneetionen. " 
In betrett der ais enennten Differential -Funk- 
tic 2a ist zu bemerken, da8 es verhaltnismaSig nur wenige 


‘alle gibt, bei denen sich die Integration durch Anwen- 


_teten transzendenten Funktionen ausfiihren laft. In den 
-meisten Fallen werden durch die Integrale algebraischer 
_ Differential-Funktionen neue (d. h. bisher hier noch nicht 
_ betrachtete) transzendente Funktionen erklart. 
- Zunichst mégen nur solche irrationale Differential- 
_ Funktionen in Betracht gezogen werden, welche sich durch 
_ eine Substitution auf bereits bekannte Integrale zuriickfiihren 
lassen; namentlich' sollen diejenigen Fille beriicksichtigt 
werden, in denen die gegebene trrationale Differential-Funk- 
F tion durch Substitution in eine rationale umgewandelt und 
_ daher nach den Methoden der Partialbruchzerlegung er- 
_ ledigt werden kann. 


§ 42. 
Integration rationaler UL Ug der Argumente 


x +Ay, scene 
, is ar J yo + 6 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 153 und 154.) 

Kommen in der Funktion unter dem Integralzeichen 
keine anderen Irrationalititen vor als Wurzeln aus x selbst, 
so laBt sich die Differential-Funktion durch die Substi- 
tution 
(1.) p= 
sehr leicht rational machen, wenn man den Exponenten x 
so wahlt, daZ x durch alle auftretenden Wurzel-Exponenten 
teilbar ist. 

Wie dies gemeint ist, mége zunichst ein Beispiel 
zeigen. 

tna (x3 — (BLE hh mo 

une ys Ve) 

Auflésung. Das kleinste gemeinsame Vielfache der 

Wurzel-Exponenten 2, 3, 4 und 6 ist 12, folglich mu man 


4 


ez 


dung algebraischer Funktionen oder der bisher hier betrach- _ 


setzen und erhalt cease 


Q) V¥e=0, Ye=e, Va=*, ae 


Dies gibt | Sige Soh ae 
(4) (/e2— 1Yei+ BV Bae _ a (O84 1909 E 
are —Va) eS 
: ao T+ 120)dt “ 
=f a Boe. 
‘Nun ist 5 Ss ERS ae ae 
(6) &—7H+ 128 = e— HATE ABE DFott a, ae 
also | : a 
(6) Se yep euu . 
Shes TOLPLBEL I+ Ey Srtepr = 
folglich ist : 
(28 — 1 yP4 VE sae Sy Pee Bit 
sere 
= Pe Va) bs 


+8in¢—1) + 2n¢-+1),— 
wobei nach Gleichung (2.) ; 
t= yu 
Daraus erkennt man schon, daB die oben angegebene | 
Regel ganz allgemein anwendbar ist; denn bezeichnet man — 
mit x das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen n 


q,+--, die in den Exponenten von z als Nenner auftreten, 
und setzt man in Ubereinstimmung mit Gleichung (1.) 


(1a.) a=t, also t= pa, dx = xt dt, 
so erhalt man 


ist. 


m “mn 2D : 
(8) Sf(x, 2”, x%,...)dx = ffi, t”, 7 ...)xt—ldt, 
wobei die Exponenten on™, *“P,.++ simtlich ganze Zahlen 


werden, so dafi die Differential-Funktion rational wird. 


§ fihren, wo unter dem ee ee eine rationale Funk- 
7 tion der poreumenters 


a 5 =e oe ee oe 42 AY 
ssteht. Setzt man namlich 


Rates or+ B 
, @) Is yx + é aunt Y; 
so wird 
| _ dy—8 ce B (ad — Bydy 
10.) — d EE ta 
ie oa ry Oy ae 
80 dafZ man erhalt ® 


P 
+BY (an + BY 
: ay fife. mera) ate 


ad 2 moe : 
diecre wt 4 B 5 129 sie (ad — By)dy | 
Ist jetzt x das kleinste gemeinsame Vielfache der 


Wurzelexponenten n, g,..., so wird die Differential-Funk- 
tion rational durch die Substitution 


{12.) y=. 
§ 43. 
Ubungs - Aufgaben. 
xdx 
sn? 
Autgabe 1. Veer 
Auflésung. Setzt man hier 
(1.) Va=t, also x=t*?, dx = 2tdt, 
so wird 


Oat tt foneese 2) 
=e +5 +ttIn¢—2)| 


= 5 |2eV2 + 82+ 6Vz + 6ln(Vz —0). 


Auf aipaeit Fall kann man den allgemeineren zuriick-— 


. Va . Qtdt — f tdt 
(3.) fei (de = =a = es = ae 
-also mit cs ae Formel Nr. 29a, der ‘Tabelle 


Gales cioaten Aufgabe findet man = 


(4) (pe dx = af(r+ pe dea eG | 


=2Ve+Il ty 


Vet 2 a 
Fp 2 a eee 
- Aufgabe 3. fe ee } rete 
oie ot | . ; ae 
Auflésung. In diesem Falle muf man See 
(6) Ve=t, 2=B, dar = 3t°adt 


setzen und erhalt 


Va, _ ft.3tdt — = faite 


= af(1 = ee sae Yarn of 


Um 3 fee zu ermitteln, wende man Partialbruch- 


1 
Zerlegung an und setze 
3 A Pt 
(7.) + Q . 


Poi fai! 4 Pe 
dies gibt durch Fortschaffung der Nenner 


(8.) 8= AMP? +4+¢+4+1)+(Pt+ Q¢—}), 
also fiir ¢=1 

(9.)  838=3A, oder A=1 

und fir #+¢+1=0 

(10.) d= (— 2P+- Qt +- = P—Q); 
also 


(11) —2P+Q=0, P+Q=—=83, oder P=—1, Q=—2. 


E Dadueck exhatt man nach Meinl Nr. 27 und 161 jen P e 


on 


- Tabelle ie ae es ; oe ; 
fa) of 8 af pero s 
eae jai, #1 J@+t+1 

Be: vie oe t +4) — VBareta( a *) 
also 


; as) aw fe f te = 82 +In(V2 =) pinta V2 py 
—Voareig( V2 +2), 


Aufgabe 4. Sade Va ate? 

Auflésung. Hier ist zu setzen 

(14) Va+x=t, also a+a=#?, x= t2—a, dx = 2tdt, 
- dann wird me : 

(15) /xdxVa + a = /2(¢2 — a)t®dt 

= 2/ttdt — 2a pirat — 22 _ 2a 
tO ie | aml eee es 


’ 


oder 
(16.) /xdxVa + — 2.14812 —ba) — #e(at+a)Va + x(8x —2a). 
Man hatte auch die Integration in folgender Weise 


we as, pM steals FV inp 


4 ausfiihren kénnen. Man setze 

4 (17.) 2Va-a=(a+a—aVatae = (a+a)? —a(a+2)2, 

- also nach Forme! Nr. 9 der Tabelle 

. (18.) SudxVa-+-a = fia+2x)d(a+z)—afa+a)td(a+2) 

4 = Hata gala +2} 

; = #,(a+2)Va+x(3x—2a). 

q Aufgabe 5. Ike =? 

: es zVe-+a | 

, Auflésung. Durch dieselbe Substitution wie bei der 


vorhergehenden Aufgabe findet man 


ay boas ae 8 ; 
: oe Bie 


Jin( Wetec i ae 


nas ee 
= Ya 


x 
Aufgabe 6. — = ee =d 


. Auflésung. Es sei 


a+tz : ata a ~_ a . 
(21.) ; ere ut, also gg hee Ae 3 

| _ 4atdt 
(22.) ax ~ (2+ 1)’ ‘ 
dann wird 


a+ a, LS t2dt @4.1— Dat 
03) [Vet Se = tofecpy ae of ETE 
= 4a[ fs mere a 


Nun ist nach Formel Nr. 18 und 149 der Tabelle 


at 
(24.) i => arctgt, 


25. Ce SL Sere | 
Se le +22 Oo + are i-@ WW+R) + garctgt, 
folglich wird 


Qbear ioe) Oe Lawes pe 
(26.) [Vetoes = so[arctgt as 


oder, da 


Glee ros sen 2a RE Va? —2? 


ist, 


hs . 
ae 

¥ 
x ect 


ve Pt; nga on 


iFe 1, indem man ee, 


“. ap : ata 

4 a—az Gace — Ve—2 

ae. setzt; dadurch prael man oe Formel Nr. 34 und 31 der 
Be ‘Tabelle = __ 


a 

dx met 

9. We eee [# x iS 

7 e ie va eat Va— at Sa 
an aaresin(* =)— Va? — 2°. | ee) ? 

Dieses Resultat weicht allerdings in der Form von dem : a ¥ 
4 


_ in Gleichung (27.) enthaltenen ab; setzt man aber 


@0) arctg Jems =z, oder tgz =e, 


so ist 
iS 
2, _4+% Ee tee eke e 
. igi also x La aa 2 
oder 
sin?z — cos?z SS Fae Oe e 
‘4 (31.) z= ® sin®z + cos®z => a(cos 2 — Sin 2) = acos(2z) : 
; ay X Pe. 
: = asin( z— a). 
y Deshalb wird ~ 
‘ oF gy oe i a+e x | 
(32.) aresin(*) 2z 5 = 2arctg Se is 
so dafB die beiden in den Gleichungen (27.) und (29.) an- 
_ gegebenen Resultate sich nur durch eine Integrations- 
_ Konstante voneinander unterscheiden. 
; / 
x 
» 


: 


a 


ry, Va oe 


(Vergl. die ‘Formel-Tabelle Nr ie und 156) 


bei der Anflésnne der quad waieshon Gidchunget ane 
Dabei mégen zwei Falle unterschieden werden. — Se 
I. Fall. A>0O. Sa 


Setzt man | = 

: 2 x 
so wird : = <= ae Se oe 
(2.) Ax? + 2Bxt+ C= 28 Ho Ae 2 ee 


Hierbeij wi — AC. 

erbei wird et positiv oder negativ, je nach- 
dem die ,,Diskriminante“ B*— AC positiv oder negativ ist, 
Um diese beiden Falle zusammenzufassen, setze- man 


B?— AC SS : 


(3.) : ey sec + a; ae 
dann wird : = — 
4) Av42Br+ C= Fae, + 
also - VA? + 2Ba +O = Vy = : 
Aus Gleichung (1.) findet man noch | z 

- 6.) pole dae | 


folglich wird — 


(6.) fre VAP LIBEL Ode -(p4= a ra) a 
ll. Fall A<0O. 


Setzt man 


_ 
(7.) Bese Re ons also —yY= AP 4 2Be +=, 


so wird 


nk tionen:; Gunes Anesben, 


AC — B? a . ean 
eee Cae See 


Oat ees 


- s Ae? 48 2Be re C= = 
+ “j AC 2 . in 
Hirt wird ise positiv, oder negativ, je rifich- =e 
die ,Diskriminante« B?— AC positiv oder negativ ist. Bee 
paises: beiden Falle zusammenzufassen, setze man i 
SAC BE” B*— AC Sy es 
$ ai Peso apr enue =e - ’ 


fedete That C=+ ahc= yf, 


Vde® + 2Ba + O=VEeG—y. 
By Gleichung (7.) findet man noch 


an _yV—A—B , dy ae 
j 11.) at nS Paces dz = — Vo a 
olglich wird. = 


(12) fe V Ax? + 2Ba + C)dx = 


a B VE = ga Sat or 

a Gilt in Gleichung (12.) das untere Zeichen, so oe 
(13,) V Ax? + 2Ba + C= V—@— Y= Wet Y ae 4 
_ fiir alle reellen Werte von x tmagindr, so daB in diesem Falle ~ 
| ‘Fa, V Ax? + 2Bx + C) eine komplexe GroiBe ist. Deshalb : 

lassen sich auch bei Ermittelung des gesuchten Integrals | 
_komplexe Gréfen nicht vermeiden. Man kann in diesem 
; ‘Falle auch ~ 
(14) Wada? + 2Be + O = iV— (de® + 2B + C) 
setzen und erhalt dadurch eine Wurzelgréfe, auf welche 
die im Falle I gemachten Voraussetzungen zutreffen. 


§ 45. 


Ubungs - Aufgaben. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 157 und 158.) 


dx 
peo *- (ipean omar 2 
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? 


“374 2 45. Integration irrationaler: E unkt ieee Ub 


Auf lésung. Im Falle I erhalt man nach de 
Nr. 155, 35 und 36 der Tabelle ANS Sea etic 


: Iran “hravere" va nt a 
= = [Inty + Ve # =e) — i 


oder, wenn man die Integrations-Konstante — 


———- AE ; 
ey V 2 
00 Irae ae Fo VA ny Fa 
orn 443 | yanpope to), 


“77 VA 
Beispiel 1. 4 = 4, Axe C=—3, B?— 40=16. 


(2 ee = 2 1 4x2 Ber 
Oe n(Qe + 1+ Via ig 
Beispiel 2. vosay B=5C=1, B40 — 9 


dx Qx neue Z 
pa FEF), 
me ~+ VP + aot 
ae Im Falle II erhalt man nach Formel Nr. 156 of 
es, rane 


(4.) 


dx 

Visca eee Agee 
Beschrankt man die Lésung avf den Fall, wo das: 
obere Vorzeichen gilt, so erhalt man 


(4a.) hots ae aR ee Bei : 
VA? +2Ba+C0 . WA. Visi 
= aa aresin( 


1 Ath BS _Ax+B * 

=> — —_ aresin iy ree nt — 
Via VBE—AC = ( VE—AC. 
Beispiel 8, A=—1, B=a, a B?— AC= a 


Ogee ee 


{ ad 
bee ee a 


3 es Inte ee tion i oii Fanktionen; eligs aehcatl 875 


a Pe seer pas man 


6) 7 dx z Fale ee Se 2 
Iya + 2Br+ re fd oeeiey QByr+ Cy ~ 
on ; rE Ax Aix + Bi B, a 
. In 2 
eee ya Va + VAa® + Be $C) 
etzt. Dabei ist Z 
a) ( A= — A, Bet Cl 


Auf hens Im Falle I, némlich in dem Falle, wo 4>0 
ist, erhailt man nach der Formel Nr. 155 der Tabelle 


fax Vat 2Be + C= fave Fe, 


also mit Riicksicht auf die Formeln Nr. 129a und 129 der 
-Tabelle ‘ 


_ fazV de® +2Be+C= 


| 1 aps Ve FoF #in(Y Sf eas fe a) 


Va 
‘ also wenn man die Integrations-Konstante te na fortlaft, 


; 

By 4 ; 
9a) fdxV Ax? +2Bxr+C = - pe [i V Axe +2Br+C 
p QVAL VA 

AC— B?, (Ax + B ar 

+ £ In( VA +VAz? + 2B2+C . 


Beispiel 1. A=4, B=2, C=—3, BP— AC=16. 
ge ) Jaa 4a? + 4x — + 42 —3 = }[(Qx + 1)V40? + 42 — 8 
— 4In(2x + 14+V 42? + 42 — 3). 
Beispiel 2., 4=1, B=4, C=1, B?—AC=—} 


(0) fovorees Pf veren 


, 


Ke : In (= as L414 Ve pe +1). 


18* 


Git dai untere Vorzeichen, so wird die Aufgabe auf 


gt 


Piety, 7 
Ce ee ee 


ean ti =. 


=F ae Formel Nr. 156 der bello. Se 


Se 


‘obere Vorzeichen gilt, SO findet man nach Formel Nr. 123 


E ~~ der Tabelle | - 
: (13) fav asraee0— =" yea ten(D) 
-7l- ed det By aap ot OC 
+P fE aresin = eS — = 


Beispiel 3. A=—l, B=a, C=0, BP— AC = a8. 


[eave # a s[@ —a)VQax— x? + alare in(=* 


Diese Beispiele mégen ‘zeigen, wie Integrale von X 
Form SFEa, V Ax? 4 + 2Bz-+ C)dx durch das in § 44 ange- 


gebene Verfahren mitunter aut bereits bekannte Integrale 
zurickgefihrt werden kénnen. _ 


- 
§ 46. 
Integration der Differential- Funktion 
F(x, V Ax? + 2Bz + C)dz, wenn A positiv ist. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 159 und 160,) = 
Aufgabe 1. /fy, Vy? + ody = 
Dabei darf ¢ eine positive odes negative Gré8e sein. 
Auflésung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem 


bisher entwickelten ubereinstimmt, so setze man 


(1.) Vy +e=t—y, oder t=y+Vyte +e, 


also 


2 49 : simak 
(2.) yo +e=?—ty+y?, oder y= = 


a2) fia se BBE EC Sevan: fw ye 


Beschrankt man die Lésung auf den ‘Fall, wo das . 


i 


= 


; 


4 
7 


P—e #+e 


3 ge OO VEE Femi Soe ire, 
4) : (¢? + edt 
(4) ee et aE Tae 
_. folglich wird 


MO eR 


~™ 


6) fin VF evi =/"CS me ie + c\ @ e+ ot 


_ Wenn fly, Vy? + ¢) eine rationale Funktion von y und 
Vy? +e ist, so hat man es durch die angegebene Sub- 
stitution erreicht, daf die Funktion unter dem Integral- 
zeichen auf ee rechten Seite von Gleichung (5.) eine 
rationale Funktion der einzigen Veranderlichen ¢ geworden 
ist. Diese Substitution wurde bereits zur Herleitung der 
Formeln Nr. 35 und 36 der Tabelle benutzt. . 

a Gleichung (5.) wird namlich 
a = [CO + c)dt.%t [dat 


wo) 7 = int =Iny + Vy? +). 


ee, 2. /F(a, VAx? + 2Ba + C)dx =? 

Auflisung. In § 44 wurde gezeigt, wie man das ge- 
suchte Integral in dem Falle, wo 4>0 ist, auf ein Integral 
von der Form /fly, Vy? + ody zuriickfihren kann, wobei 
ce = + a? ist (vergl. Formel Nr. 155 der Tabelle). Ist diese 
Umformung erfolgt, so gelangt man durch die in Aufgabe 1 
angegebene Substitution zum Ziele. Man kann aber auch 
die Umwandlung der vorgelegten ¢trratzonalen Differential- 
Funktion in eine rationale unmittelbar ausfijhren, indem man 


(6.) VAz? + 2Ba2+C=t—2VA 
* setzt. Dadurch erhalt man 
(7.) Ag? + 2Be + C= t—%MtxVA+ Az?, 
oder I (tVA + B)=2—C, 
fro C (PVA + 2Bt + CV Ajat 
(8) «= —); deg = ——__—_— 
atVA +B) AtVA + BY 


5 OR —O)VA_ #VA+2Bt+CVA 
eT RET SO 8 a eS Sica LE wi lca il Mi 
aa tV A+B) AtV A+ B) 
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Dies. gibt 
Oi Re, pyre e = 


. : a tae és 
eae meted ee 


Q¢VA+B) 2¢VA+B)  tVAF BP 
wobei nach. ausgefithrter Integration in Ubereinstimmunig 
mit Gleichung (6.) : 

(11.) ‘t= aVA+Vae + Bet C eas 

/ einzusetzen ist. Wenn F(a, V Ax? + 2Bx + C) eine. “ratio: 
nale Funktion von # und V Az? 4 = -9Ba + C ist, so steht 
unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite von Glei- 
chung (10,) jetzt nur noch eine rationale Funktion vor t,. 
welche nach den Regeln des -vorhergehenden Abschnittes: 
integriert werden kann. 

Man erkennt, daf die Aufgabe 1 nur ein besonderer 
Fall der Aufgabe 2 ist, welchen man erhalt, indem man 
die Integrations SVerangeriione mit y bascichhet und 


A= 1; b=, C=-+e 


fe (— e—C es eerie Be 


setzt. 


Ubungs- - Beispiele. 
Aufgabe 3. /dyVy2 +c =? 
Auflisung. Nach Gleichung (5.) erhalt man 


melee leur 2 
(12) [ayVyi +e = fe aS ck 


nl Coe iff 4 ett 4 Hat 


Cc t4—¢ Cc 
) a7 iG + 2elnt — = eRe gene 
Dabei ist 
ro ees SES 
yg VR em: va 
also 
Ranges Se ts 

(13) Werte 


APR 
folglich erhalt man bis auf eine Integrations-Konstante in 


Ubereinstimmung mit den Formeln Nr. 129 und 129a der 
Tabelle 


ek. 


\ 


Fes r= eye aE: VFF). ae 


xdx 


Auf abe 4. ey, Peo . 

: Vi? + 2a +2 eS ge 
Auflésung. In diesem Falle ist — fe > 3 

ie odd Wd hs, oR ty ae : a 

also : : ean 

is FT ; Ae 

baat YEP RFE ee ae SS A 

cae ~ 3€+4) eS 

cle ei (C4 + Dat PEE ERS Be AOD A > 

7 SS ad lpi Miranda RG ied ee he! ar 

ee Por ae ar Vara ag 1)” 4 

a6 2 ada (C—HO+A+ dt 1 (at <4 

Ve2+2 +2 Qt + 17 @ + 2+ 2) : (¢+1/ 2 


Nun ist, wie man durch Division findet, 


2—2=(¢+ 1¢—1—1=(+ 1P —2At+1)—1, , 
also . 


ce cea ree 
folglich. wird 
(18.) ae : E — 2In(t + 1)+ 11 3 
x at Tat te4) 
= Fat In¢ + 1). 


Dies gibt mit Riicksicht auf die Gleichungen (15.) 
adx 1 = 
2?+2a+2 —-~—In@+1+ Va2?+2r+2). 
09) (a Vat} 2a +2 —5—Inle+14 VP 2r-+2) 
Bedenutend leichter findet man dieses Resultat durch 
Anwendung von Formel Nr. 155 der Tabelle, indem man 
ihe nae also y=au+t1, dr=dy, 


Vi + Ww +2=Vy+1 


(20.) 


setzt; dann wird 

(21.) f epee a (y—Ndy _ a a ke 
"SVe+ia+2 JVP~+1 JV~ +1 JV~+1 

also nach den Formeln Nr. 32 oral 35 der Tabelle 


» atea-FF = Vert “- 1 ao - ad a 


Dieses Resultat unterscheidet a von dae -vorher 
: gefundenen nur durch eine Integrations- -Konstante. Se 

Pie . = ee - = s6 
Auflisung. is ‘shnlicher = wie bei der vorher- 
- gehenden Aufgabe fact man _ hier 


Aufgabe 5. 


af oe ee 
8) Vea te 8 =i Cp os 
1 jae s 
=i/[F oe cee eee : 
1 1 
=4[5— + ame + )— a — ae) : 
1 T= = 
“a8 cea ge | 
— 48 — 112 — 14t — 9 | 
= Sean =e 5 ine +1) 
4 — 448 — 1812 — 28t — 16 | 
= SE + 1p +5 1 Ling + 1). 
Nun ist = 


t* — 40° — 18%? — 281 — 16 = (f + 2¢ + 2)? — 6t — 8) 
= (f + 2¢ + 2)[? — 2 — 6¢+ J], 
-folglich wird mit Riicksicht auf die Gleichungen (15.) 
2 = 
24. x*dx 1432428 5-8) 
Ve+%m+e2 2 241) WET) 


7 1 
+g toin¢g+ } 


FO FO4 E45 ine +1+ Var4 2x +9). 


Auch hier ergibt sich das Resultat leichter durch 


Anwendung der in den Gleichungen (20.) angegebenen Sub- 
stitution; dann wird 


ate 5 rtp cn” awe So¥ 


‘ects ioe ey ee ‘wenn ea, 281 ae 


pe (aide (Y= + iy Bae 
- Wate $3 rare | Vy? +1 cae Ne ; ee 
= 3o a Ry Sy [ DU 2 (ly 
a é IVye +1 Vy +i JV +) +1 a 
ae Dies gibt nach Formel Nr. 197, 32 und 35 der Tabelle ee 
© eben ts | P- , ie 
26 Sater VV PHA — Wy 41 ae 
? eS hee eee ae a 
+5 ny + VP +1). ae 
. Dieses" Rasititat unterscheidet sich von dem vorher ‘ & 


gefundenen nur durch eine Integrations-Konstante. 


Jn ahnlicher Weise kann man die Aufgaben ; 
eis ig (ee, ff ee, ee 
VP+2e4+2 JVat+2r+2 VoeP+2Qn4+2 — a 
behandeln. : 


| dx i = 
» Aufaabe 6. I="? 4 “ 
a 2Vai + on +2 7 
3 
Auflésung. Aus den Gleichungen (15.) ergibt sich hier is 
da dt E. 
2 ee sf | 
(27.) f + On +2 a Ta : 


also nach Formel Nr. 29a der Tabelle 


dz 
8) |e ys" Tt) 
ee ee ED 
ae ot V2 + Va? + Qa + 2. 


pao =? 
Aufgabe 7. fe 57 ores 


Auflésung. Aus Gleichung (5.) findet man 


i ee 
(22, @—hVete JP—ad—e 


Dies gibt nach Formel Nr. 87 der Tabelle, indem man 


b mit —k aa e mit — es es ; 
vertauscht, ae | Te 
dx i oe eee 2 
(30.) en Caan ee 
—bh)Vete VP ec M—k+Ve+e 


i d2 +e negativ, so erhalt der gefundene Ausdruck | 
imaginére Form; dann findet man jedoch aus Gleichung — 
(29.), indem man _ 


a=V—c, also c=—@ 


~ setzt, nach Formel Nr. 89 der Tabelle  ~ 


ef Oa ES 
(2 — k) Vx22?— a? 


— of a . Qs oe ted ). 
FR Okt teak Van ; (Gas 


Zum Schlu8 mu8 man noch ~ 


(31 


t=24+Vxe2+6¢ 
einsetzen. = 
ax 
Aufgabe 8. i 
a 1—2)V1+ RS 
Nach ieee (5.) ist in diesem Falle 
p= ees 2 : > 
CSS Pak Vi+2= E dx Ste oe, 
; P4+2t—1 —P42t4+1 #641 
| ee ee és 
x? =(1+a)(1—a2)= OF oF de ’ 


also 


dx ae Poe 
32. ae eS ee SS Aas 
2) ne Sa, Vital oe of 6u+1° 
wenn man f? mit uw bezeichnet. Nun ist nach Formel 
Nr. 88 der Tabelle 


pO ; du 1 u—U 
2) See) 
( ) at J(uU—UW)(U— Ua) Uy — Un in Uu— U2 : 
wobei 
m =3+42V2, w=38—2V2, u—u=4V2 
ist. Dies gibt 3 


af - 
Pe a ae a we 


m2 ine : — 


fs = ates of) 
a—ayire 2V2 u—3 + 2V2 
° Toe Laie siesta LE 
ot ; : * tas EF 2V2 —3+2 V2/ 
‘ Um das Endresultat als Funktion von 2 darzustellen, 
beachte man, daB 
= ep far io) gl 1472 
ee ee ae ~ gt Vie 2 


=(—14+V{(Vi+2—2), 


; ‘ ist. Ebenso eee man > 


-(36.) ated —V2—1\V1 + 2? — zV2), 
folglich wird 
(a7) (20 eee iene 
gar fn ees ona 2V2 U—V2—1)\V14+ 2—7V2) 
ele ee EE eles 
2V2 x—] 


- 


Schneller kommt man zum Ziele durch Anwendun 
& 
von Formel Nr. 85 der Tabelle, indem man 
dt eg 
= = —- ’ / } 2 —— = 
(88.) «=tgt, also ae Cost Vi-+2 
setzt. pate erhalt man 
(39, ty cost dt : cost dt 
fee oe J cos*t — sin*t = | Saar 
oder, wenn man 
V2sint=z, also V2costdt = dz 


setzt und Formel Nr. 29a der Tabelle beachtet, 


=i [m A Gee V2- 1) 
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fave ~ yet 
; dabei ist 
i - V2sint = ss 2S a 
: AA, = Tees 
folglich wird ‘ : : 


ie 

ea DVite “ay la Vite ey Soo 

i SS - 
V2 —1 . 2 


Dieses Resultat stimmt, a von der Integrations- == 
Konstanten, mit dem friiher gefundenen uberehs 


S681, : 
Integration der Differential - Funktion —— 


F(x, VAx? + 2Bx + C)de, wenn C positiv ist. sq 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 161 und 162.) = 


Aufgabe 1. /f(y, Va? + y)dy =? 
Auflésung. Wenn das gesuchte Integral mit keinem ~ 
bisher entwickelten tibereinstimmt, so setze man 


(1.) Ve+ty=ty—a, oder pot eae 


Cie dae l altel 
a =e ee so 


also y 

(2) Cty = Py ce + a?, oder y= aT 
2 

(4, dy = — wie ya 


folglich wird 

. oer 2at = af?+1)\ —2adé?+ 1)dt 
5: CRU Pees =~). a 
(5.) [fw Va +y*)dy Weer 251 1) 
Wenn f(y, Va? + y*) eine rationale Funktion von y 
und Va? +y? ist, so hat.man es durch die angegebene 


“ 


wee Sy at. 
“ - 
» 


_ zeichen auf der rechten Seite von Gleichung (6.) eine ratio- 
_ nale Funktion der einzigen Veriinderlichen ‘i geworden ist. 
Hipeneoh wird z. B. 


_ Af@ . 1,, 1, sat+Vae— 
6) Waa le-—a™ Ut oh eae gay Be 
ein Resultat, welches mit Formel Nr. 37 der Tabelle iiber- 

 einstimmt. 


ee ee 


Aufgabe 2. /F(@, VAx® + 2Bx + C)dx =? 

Aufiésung. In § 44 wurde bereits gezeigt, wie man 
das gesuchte Integral auf ein Integral von der Form 
Sty, Va?+y*)dy zuriickfiithren kann (vergl. Formel Nr. 155 
und 156 der Tabelle). Ist diese Umformung erfolgt, so 
gelangt man durch die in Aufgabe 1 angegebene Substi- 
tution zum Ziele. Man kann. aber auch die Umwandlung 
der vorgelegten trrationalen Differential-Funktion in eine 
rationale unmittelbar ausfiihren, indem man © 


(7.) VAz? + 2Br t+ C=tr—VC 
setzt. Dadurch erhalt man 
Ax? + 2Ba + C = tx? — 2tz VC + C, 


oder 

(8.) . Ax + 2B = tx — 2tVC, 

also 

(9, ew AVC+B) Gg, _ 2eVC + 2Bt + AV Cat 
f2— A (2 — AP 

(10) Vde@+2Be +0 = eyo am a0 


Dies gibt 
(11.) /F(a, VAs? + 2Bx + Ode = 


tVC ey PY C+2Bt+ AVC —2PVC+2Bt+ AY Coat 
fF Ca f2—A ): (t2— A)? 


wobei 


(12.) t = ~VO + V Az? + 2Ba + C) 


" 


B sobpataticn S miaite daB die ieeen unter dem Integral- ey 


. , 
oP ate ve hah 2, 
4 Sak! ie a eS oO he 


Te on ee 


ist. Wenn F(a, V Aa? + 2 2Be - 2 CO. eine lalibaes Annee 


von x und V Az + 2Bx + C ist, so steht unter dem Inte-- ‘% . 
gralzeichen auf der rechten Seite von Gleichung (11.) jetzt 


nur noch eine rationale Funktion von t, welche nach den 
Regeln des vor rhergehenden ‘Absouae ieee werden 
kann. — 


Man erkennt, da8 auch hier die Aufgabe 1 nur ein 


besonderer Fall a Aufgabe 2 ist, den man erhalt, indem 


man die interrations: Veriineriche mit y bezeichnet und _ 


A=+1, B=0, C=4+@ 
setzt. 
Ubungs- Beispiele. 
Aufgabe 3; ——— = es 
VAP +2Br+C © 
Auflosung. Nach Gleichung (11.) erhalt man 
dx dt 
VAxi + ORs Oo eA 
Ist A positiv, so folgt hieraus nach Formel Nr. 29a 
der Tabelle : 


(13.) 


Ke dx 
at) | * : ee Se == nV 

V Ax? + 2Bx + Ce a =. A 

a n(¥ 2 + V Aa? + 2Bx + C+ Ela 
VA \VWC+VAxv+2Bc + C—2VA 

Dieses Resultat stimmt, abgesehen von einer Inte- 
grations - Konstanten, mit dem in § 465, Gleichung (1.) ge- 
gebenen (vergl. Formel Nr. 157 der Tabelle) iiberein, denn 
es ist 


(VC+V Ax? +2Ba+C—aV A(de+B+VAV Ae +2Br+C) 
=(B+VAC\VC + V Ax? + 2Bz + 0+ 2V 4), 
folglich wird 
VC + V4o? + 9Bz + C+ aVA 
VC+ VAe? + 29Bx + C—aVA 
_Ax+B+VA V Ax? + 2Bx +0 
a B+VAC 


(15.) 


also 


1 


=. ? or 


6 ee f 

a ea 
1) (42+B Hg 

= —— ee V Ax?+2B: — 
BURY ee, ais BAYA, 


Ist A negativ, so erhalt man aus Gleichung 7 nach 
Formel Nr. 28 ae Tabelle 


2 t 
(17.). Vase a F At Poa arctg(>—) 
here =F ee EE 
Tea 2V—A 
Auch in diesem Falle kann man die Ubereinstimmung 
mit dem in § 45 Gleichung (4.) gefundenen Resultate (vergl. 
Formel Nr. 157 der Tabelle) nachweisen. Setzt man nimlich 


(18, 9 = Yarcte( 5 ); also te) =7-4 


arct 


so wird 
2 
ate(5) 2tV—A 
1— tg? La : 
(20.) cosy = 1—ter(s) ata ne : y 


Ist der Bogen a erklart durch die Gleichungen 


(21.) sing = Seer » cosa = — ae AG: ’ 
B?*— AC V B2— AC 
so erhalt man + 
(22.) sin(a — g) = sina cosy — cosasing 
_ - — Bt? + A) V—AC.2V—A 
(2— A) VB®— AC (?— A) VB?— AC 
= 2 aeas B) B 
—A)VB*— AC VB®—AC 
Acr+B 
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es, -‘Fiigt man also in @leichung az) < d 
_ Konstante ——— _ hinzu, so orhailt. man in 1 Ubere 


Ta ot 


| 


“mit Formel Nr. 157 der ‘Tabelle fe eae 
(de See dee < 
ve yaar i ame d VE—10) <a 

— Aufgabe 4. [== = 
ee ee 
Auflésung. Hier ist a ee 
(24.) 2. test, B=4, ae a : 
also ; | : ’ 
Gee gee ot Lt Lat = a4 
(25,) fe 
Seen S eee 
po : 


Dies gibt, wenn man die Integrations - Konstante 
1 — 41n3 hinzufigt, . 


de Ot + tat 
26 = = 
= Chess fa J @—1F 
= ats 

=3/ [- ce 3 face 

iS = 
= slag t2+ (Ga) #3] 
~~ P+t+1 qin(= tt 8) 


Sa he? 2—1 


F—1 2 
= Vi+ao+e—}InQz+14+2Vif-e+o). 


x 


oe eae 
Aufgabe 5. ie ae 
Auflisung. Hier ist 
(27.) A=—1, B=}, C=1, 
also 


Z 
a 


Ky 


tegrati x yon. Pe. Vast BDF we wenn ¢ ~ 0. 289 — ; 


es b . + 2 ae cay mS 
= = Te peer Be 28 + t— jdt . “> 
cafe 241 a. CLD? ark Z 
(28.) ) BS) om cuaemn ie | 
bm fy Siac a coed NY | pera peaor l e4t—1 
~ i x £ ae ee es a ee =f 1 ? “a : 
790). nda. (Qt + 1)dt “a 
JVi+2—2 (+ 1) 2 
Oe james ofc Bs 
. | 24-1 (1 + ¢?)2 a 
~~ Nun wird nach Formel Nr. 149 der ‘Tabelle Z- 
* at z; 1 ist 
30.) — pg a ee eee = - 
is OOF Ht 2 ets, = 
folglich ist, wenn man die Integrations- Konstante gleich e 
-—1 setzt, oh YOaa . ’ 4 
dx ead t ‘e 
Lagos Pl me re 
- Ly, P am : : 
= ae — arctgt : 


oN cL a 1 a) 
=—Vl4+2—22— arcte(~ ard + ld =) \ 
Bedeutend leichter wird die Losung durch Anwen- 
dung der Formel Nr. 156 der Tabelle, indem man 
24 = —2 Ls also ae ar 
(32) ea ay + y. 
setzt; dann erhalt man nach Formel Nr. 31 und 34 der 
Tabelle 
cde (2y — l)dy 
l+za2 =e. J2 Vae— y2 
—— i. Be is 
a Tn 7 et g 
=—YVa?—y 5 aresin(*) 


er ee ee ST. 2a —1 
=—Vl1 — a+: aresin (“ =). 
Vi+2—2 9 V5 


.Um die Ubereinstimmung dieses Resultates mit dem 
friiheren nachzuweisen, setze man 
Kiepert, Integral - Rechnung. 19 
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14+Vite—# + E=2),. x 


G4) = sie 2, 
also : "SAR ne 
See Q en peat “SES 
oo ae Q): oe 2S: Sag ee 
dann wird Sas Sees (So oe 


2ig(2). _2Qe i Sie ce = a 
Lee(S) 5 


~ 
= : : apy 


(35.) - Rgnes = 


dae G) oe 1 _aVTESSB 


a 

: : f A " ; = =a ; e 

Erklart man sodann den Bogen. a durch die Glei- 

chungen = 

(37 ) sina a Ronee 2 : 

. = ——) = — ——=) | 

so wird Sas ee . 
(38.) — sin(a — g) = sinacosy — cosasing = oes 

| Ve 


eo man also in Gleichune (81.) die oe ee S 


Konstante ~ =~ hinzu, sO erhalt man 


2 


( ) [ts ae 
| eo 


Aufgabe 6. fy 
- V1 = x — 
Auflésung. Durch a Substitution wie bei der 


vorhergehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (28), 
erhalt man 


Beet ee eS 
aVitao—2? a+ 1 
= he 


x 


xe —1 
V5 


(40.) = — In(2t + 1) 


ie put abe 7. oo ne: | = ee 
ae Pe. : (a Ss irr = 
. = - ‘Auflésung, Hier ist as 
i ase has Be 0, G0 1 ee, 
folglich: erhalt man nach Formel Nr. 161 oder 162 der 7g 
= Tabelle Sect 5 
| pe | 2(— dt 2 
—— —_— 2 => —— SS ‘ 
(42) al "2 : me paEV zx p as e dx (+ 1? ; i: 
da Se at ie 
a 
a iz (c—k)Vi—a2?. Je?—2t+k — 
oder, wenn man k mit bezeichnet und die Formeln Nr. 87 Be 
und 88 der Tabelle berticksichtigt, | a 
z BE es Oe at es 
(44. leave" = fg ee 
ee re) (2 —k) V1 — x s t?2—Qrt+1 | . a 
z sa, Fe GA tir) s 
2 ~Yr—t Vor tVA—i ‘ 


wenn r? > 1 ist; und nach Formel Nr. 89 der Tabelle 


dx 2r t—r\. 
On aee via 


wenn r? <1 ist. Zum Schluf mu man noch 


one 
(46,) toes! at ot aN earns 
£ ; k 
einsetzen. 
dx 
‘Aufgabe 8. ——_—_____—_—- = ? 
wi d+aiVi—a 


Auflésung. Durch dieselbe Substitution wie bei der 
vorhergehenden Aufgabe, also durch die Gleichungen (42.), 
erhalt man 


dx (t? + 1)dt 
. SS —— J y 
‘iis | ae be fee 
Da die quadratische Gleichung 
(48.) #4 62+1=0 


die beiden Wurzeln 
19* 


Bes eae | 


4 (49, 


Bat so findet man durch Partialbruch- Zevleging ee 


_gesetzt ist. Dies gibt nach Formel Nr. 28 der Tabelle i 


Bee. 2 yi os eS 
t? = —3— 2/2 =— V8 +1, 


(50.) {4 SP a1 we i ~ yah Py a 3 a ie f2 PER = are oe f ag | 

wobei : Soa ae 
a Wee 

oD Sac 5-1, i ee hace ee 


© frzayraa7 vale) a 


Setzt man noch — 


To ee 


(63.) 3 wte(e )- , aretg (ye v, F 
so wird — % | 4 
t thes : 
t = — => -———_; ft = = —_ | 
also x 
= +tgp — 24tV2 2 V2 
55.)* -t, qe = — 
CO Oy Septet ee 


folglich wird 


oi yarrete( Zh ve). 
(1+-a2)V1— 2? o V1 1-2 
Einfacher findet man dieses Resultat durch Binfihrang 
trigonometrischer Funktionen; also durch die Substitution 
(57.) a= sint, V1—a2? = cost. 
Vergl. § 12, Gleichung (3). — 


. ha a co aes . : = r 
Pe a oe | ie 
ana aa Integration der Differential- Funktion = 


& F(x, V Ax? + 2Ba + C)dxz, wenn B? —AC. positiv ist. 2 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 163.) , ve 
; _ Die Wurzeln der~quadratischen Gleichung 3, 
Beatle Aa? + 2Be+ C= 0 3 
sind bekanntlich’ : 
4 ice ee ene a 2 eee 
a ee B ict thax VB 40 co ME ca ep eV Bie AC = AC" : 
A ; | A 
Unter der Voraussetzung, daB B?-— AC >0 ist, werden . 
beide Wurzeln xz; und 2 reell. Setzt man in diesem Falle cf 
peed | é 1, 
(3.) tee pear ues wobei Si A 
sein moge, so wird 
(4.) Aa? +2Bar+ C= A(x — x,1)(x — x2) 
é ‘ 
ae a 3. ae es ( 
= ay(« + ")(x +5) = (ar + Bure + 9) : 


Jetzt mége die neue Integrations-Veranderliche ft 
durch die Gleichung : 
(6.) V Ax? + 2Bx t+ C= tax + 8) 
eingefiihrt werden. Dadurch erhalt man 


Az? + 2Bx + C = (ax + B)ya + 4d) = Plax + BP, 


oder . 
(6.) ‘yx t3 6 = Pax + 8), 

. . pr — by — ad)tat 
(7.) Or a oe one (y—atP ’ 

ye +4 ae (By — coy 
(8.) F——— Ox +8 ’ V Ax of ORer eh Os 7 wee ate 
Dies gibt . : 
(9.) JF(a, V Ax? + 2Ba + Cyda = 
pe sd PF adjty Avy — adjtdt 
FFG —ot? 7 — aft? ) (y — at? ' 


Comes. elle. = Ses ae 


A fgab 1 SS 
eee (ox + z rye + 
Auflésung. Aus Gleichung 9.) ae 


ae at aye ae 
: Wietamta tet 
Setzt man hierbei 4 a =+F, je nachdem ke  positiv A 


oder negativ ist, so. ‘erhiilt man fiir das obere ‘Vorzsichen . 
nach Formel - 29a der oe a 


Vatnneh ek a . 
=u Vavx+d) VRS aa BN a 
Ve Vatyo+5)—Vyan+By 


Fiir das untere Vorzeichen wird nach Formel Nr.28 
der Tabelle 


= basses + (! 
Vea + ive+ 3) AJB EW ak BN 


aya + J) 
eraed cea Haw + B) 


ax 
Aufgabe 2. les = =? 
: Vr 


0 — 22 


Auflisung. In diesem Falle kann man setzen 
(14) ax+P=a, yo+d=r—z, 
also 
~ 15.) —as= IT, 8 =0; ece d=r, py—ad = —r7, 


t 
c= y Vra— x2 Aha eigeat ss 
P41 12 
(16) = 1 e+) 


= Qrtdt aes 
eben (SE t= oan ’ 


" Abi : 
Fe-ED ir, wemn Bt—AC>0, 2 295 oe : 


Sits 


“tigi ‘arhilt ‘man fa Riicksicht anf Formel es 149 dee ee 
Tabe Ne Ae 7 ; 


i i : (ade ; 
| an Wre= a fay — laa tg cia 


as 5 r—2 a 
be : . =— re — 2° — rarctg ; : Va 


Era % 
ee aie. eet A am 
In ahnlicher Weise kann man ve usm 
“ Vro—a? J Vra—a? : 
berechnen. = © ara 
; Aufgabe 3. fos 2 eens ne 
: ~ J aVr2— 2* ‘ “3 
§ Auflésung. Durch dieselbe Substitution wie bei der . 
. vorhergehenden Aufgabe, aie durch die Gleichungen (16.), 
erhalt man hier - . 
dx 2 2t 
; 18. pL UR nD Eee eany arpa ly P| BO aia 4 
Mee te ofan. orto + 5 
; ale 2V rx — x? . 
re eae rx ; 
Aufgabe 4. {ere SF = 
a +1) cro s 
Hier ist 
(19.) ana+P=1+2, also y~o+d=—1—27, 
(20,) Boas Rebs Poet, 6 a Te had 
2t 4tdt 
‘ GF 2 
Dies gibt 
= dx fr . /l—x 
23. ec He ea ; 
5. =? , 
Aufgabe ie FBX 


In ahbnlicher cae wie bei.der vorhergehenden Auf- 
gabe findet man 


ae 8. ee 4/1 + 
2) Jey: ee ‘ ie ais 
Se wana f= ae ea 
ae Auflésung. Hier sei Seat tz 
. azr+6=2+1, also ywtdé=2—-1, 


G2, pede pale oe fy as 8 4 
| nS aeoy ee oe SNE 
(25.) = 7» V2 ee coy dt = 58 aq 
Cds 2 4 
(26.) t = x+1 ie = : 
Dies gibt | Renee = 
athe ae 
any ecnves ing 3 pol | 
‘ Aufgabe 7. trees a | | . 
abe . 
ga ae ae 


Auflésung. In ahnlicher Weise wie bei der vorher- . 
gehenden ae findet man 


Ss Te 
8) fo “yVe= 1 =[z- t ye 


da 
Auf an 8. f a 
: (x —k)Vra—x2* 
_ Auflésung. Auch hier findet die durch die Glei- « - 
chungen (16.) angegebene Substitution Anwendung, und 
zwar erhalt man, wenn man 


(29,) =: res kg 
setzt, 
da Te ae ae 
30. ne DD ee 
SNe I —k)Vra—x? descr ee seas sy 
Tet ee 


Dice gibt fir g>1 nach Rare Nr. 29a der Tabelle 


Va=o1 


hae = Wea ee) 


Dieses Resultat kann man noch auf die Form 


32.) 
(a—hVra — 2? pz ‘Vir — ky) Ae ck 7: ue EE Te V2(r—k 
bringen. Ist g<1, so findet man nach Formel Nr. 28 der 
Tabelle 


dx . a t 
Raye eos ar fF AN. 
Be Ie —kVra—ax?_ k 4s x =<erete(F—) 


also ‘ 
dx Vir — x) 
es) “| pie epee te We ~— Aas ete at =) 
dx 
~ Eas os i = 
Aufgabe 9. a4 Vin ae 


Auflésung. Man kénnte hier dieselbe Substitution an- 
wenden wie in Aufgabe 4; man kann aber auch setzen- 


(35.) az + P=1—z, yo+é=1+2, 
also 
(36.) roe pad y = 140d = 1, by — ob = 2; 
@—1 . 4/l+ea _— 4tdt 
(37.) gerne ga i= it®, Cnr aaa Te 
prey = pea pat eee oy 
Daraus folgt 
+ lat 
39. —-(Fe 
igh ler +1 
Die Wurzeln der Gleichung 
(40.) #t1i=(P—ipne+i= 


namlich nes eee 
eee Z 3 
eRe cal BS a Ey Fines ot ee 
(41.) t; V2 ’ 2 V2 d 8 V2 ? 4 y2 


sind simtlich. komplex. Indem man je zwei konjugiert 


Rite, ae (Vera —Valr—ly >, 


’ 


erhalt man die reellen Bidake 


42) @ tt —4) =P V2 Se 


43) ttt — ty =P EVA 41 ooo ae 
und die Partialbruch- -Zerlegung Sj Se eee Be 
(44) apt ee +8 ee 
#1 e@—tV24+1 -P4+tV24+0 
P—tV2+1 @4¢tV24U% — 


Coe findet man nach Formel Nr. 89 der Tabelle | os a 
(45.) ——— ~farctotV2 —1)-+aret tV2+-1)}. 
d+2 ie v2 yglerete a 


“Dieser Ausdruck 148+ sich noch wesentlich verein- . 
fachen. Setzt man namlich : . 


(46.) arctg(tt V2—1)=&, aretg(tV2+4 1) = 1; 4 
so wird = 4 
(47,) teg =tV2—1, tgy=tV2+1, ? 
8 eet yee et 


—tgéigy  9—3P = — Pad. 
Nun ist a den oe (37.) und (38.) 


ieee een =~) also ee SC 
fl = ET Saas = 
folglich wird . 
Vi-wt Vi-# 
(49.) te(§+-) = ————, += —aret ( Se ): 
) tg(s+%) 2Va si Saks Gey 
: dx pet Caat/ eee Sess 
(60) | ——arct ((— 
AitaVi—x2 Vy2 me . aves 


In § 47, Aufgabe 8 hatte sich ergeben 
: dx 1 zV2- 
(61,) | SS arnt (=). 
1+2)Vi—2 Yy2 : Vi— 2 
Die Ubereinstimmung dieser beiden Resultate findet 
man leicht, indem man of 


-() clap = Tay ~te(5— 2 1g P= ect 


 setzen; dann ee 


Vi em re.) 
“Figt fe eee in Gleichung (50.) die Integrations- 


_ Konstante Sere hinzu, so erhalt man in Ubereinstimmung 


2V2 | eae 
mit Gleichung (61) : 
; dx Vi—2? 
54. aE eet EES (oh Ta at Plata TIE EE 
 Japayvine yal ala ~ see v2) 


ag ») = paerete( FO =) 


_ Es war schon damals hervorgehoben worden, daf eine 
einfachere Lésung dieser Aufgabe durch die in § 12 an- 
gegebene Methode, namlich durch Kinfiihrung trigono-. 
metrischer Funktionen, gefunden wird. 


§ 49. 
Integration der Differential-Funktion 
F(z, VAz?+2Bx+ C)dz, wenn die drei GréBen 4, C 
und 2? — AC negativ sind. 

Es sei jetzt . 
(1.) B*—AC<0, also AC>B*>0; 
die beiden GréBen A und C haben daher dasselbe Vor- 
zeichen, so dafs die Voraussetzung 


(2.) A<0 
die andere 
(3.) C<0 


notwendigerweise herbeifiihrt. Nun wird 


= oe 
ree E 
-— - ows > 


: - 800 $50, ere OM a 4 von der “is é: ar (Ax 


< 


(4.) Aw® + 2Ba+C= “ase 4 24 Bx 2+ BI AC By 
= gle + Bi +(40— Bi); 
folglich ist in diesem Falle der, Ausdruck in det eckigen 
ee besténdig posttiv, was auch x sein mag, also 

x2+2Bx2+C bestindig negativ, denn A ist negativ. Des- 
= wird die Funktion F(x, VAx®+2Bzx+C) selbst eine 
komplexe Grofe,, wenn die Ungleichungen (dL. 3 Fe (2.) und (3) 
gelten, weil V Ax?+2Ba+C stets imagindr sein mug. Es’ 
ist daher nicht méglich, SF (2, V Ax?-+2Ba+C)dx in reeller 
Form darzustellen. Unter diesen Umsténden wird man, 
wie schon in § 44 hervorgehoben wurde, am besten 


(6) /F (a, VAx®+2Ba-+ C)dx = SE (a, iV Aix? + 2Byo+ Cy)da 


setzen, wobel sa Ae 2 
(6.) A=—A, B=—B, GQ=—C 


ast. Man kann dann das in § 46 und § 47 gue 
Verfahren benutzen. 


§ 50. Dims 
Normalintegrale von der Form /F(«, VAx?+-2Bx+ C)dx*, 


Ist F(x, VX) eine (ganze oder gebrochene) rationale — 
Funktion von x und VX, wobei man der Kiirze wegen 
Ax? +2Bx-+C mit X bezeichnet hat, so kann man 


F(x, VX) immer auf die Form 
(1.) F(a, VX) = SO +O) VX 
| Gx) + (a). VX 


bringen, so daf g(z), A(x), p(x), w(x) ganze rationale Funk- 
tionen von a sind. Daraus folgt ~ 


*) Der Anfainger darf die Ausfiihrungen dieses Paragraphen 
tibergehen. 


ey i 


ae Se 


a) Re VH =O +MO-VE) [o) — wa). VE) 


_— 2 


1 [9@) + Wa). VX]. [9(@) — ye). ie ei 
_ a) + He). VX 


g(x)? — way. X 


wenn man 
GB | g(x) p(a) — h(a) Wa). X = G(x), 
, | Wa) ge) — g(x) wo) = Hea 
(a) = H(z) 
setzt. Bezeichnet man noch den Pa g(x)? — w(x)?. X 
mit N(x), so ergibt sich 


4) Fe, VX)- wat S te V¥ -22 , H@x 


~ N@)" Nay.VX_ 


Die gebrochene rationale Funktion a kann man 


‘nach den Angaben des vorhergehenden Abschnittes durch 


Adighgores Zerlegung integrieren. Ebenso kann man 
Cia A eatieentalls nach Absonderung einer ganzen ratio- 


nalen Funktion) in Partialbriiche von der Form 


K Px+Q 
@—m ™ eft RP 
zerlegen. Deshalb kommt es im wesentlichen nur auf die 
Berechnung der folgenden vier Normalintegrale an: 
da xd dx 


———< 4 Jo => 9 ee hs cae ee 2 
Anais x VX —" @—uVxX 


| "(Px Qde 

I= =| 
. [@— gh + Ry X 

Diese Betrachtung bleibt auch noch richtig, wenn X 
eine ganze rationale Funktion beliebig hohen Grades ist. 
Ist im besonderen YX eine ganze rationale Funktion zweiten 
Grades, so wird es im allgemeinen zweckmafig sein, die in 
§ 44 angegebene Umformung vorzunehmen, so daf die Be- 
rechnung des Normalintegrals J; nur auf die in den For- 
meln Nr. 34, 35 und 86 der Tabelle berechneten Integrale 


6) | == aresin(S ) beaw. rane In eee) 


(5.) 


; ae yon der ieee si VARLORET Ode 301 Bar; 


oe 302 § 50. | Normalinagrale von der 


zurtickkommt. In pleidher: Weise ae aes 
formung die Formeln Nr. 31, 32, 33, 119, 126 


der Tabelle an, wie das Normalintegral as némlich = “ee 
* gmdax | und [ee xndx . Betas 
Va—x? ae— ze Vz? +a? eta 


berechnet wird. Auch J; kann man in dem Faille, oe : = 
k = 0 ist, mit Anwendung der Formeln Nr. 37 bis 42, 125, 
131 und 13la der Tabelle berechnen. “Ist aber - h= 0, so 


setze man zur Berechnung + von oe ee 
(ce — ky Va?+ 2? Soo 
_ ke+e | ae age . 
(7.) oS gaopes also oe ae 
P+ ade =, Ve bata + a) 
8) Mes eee 


(9.) Paes kx ate a? Ve pe = Ces — a =. 
Dies = “ : 
(10) dx Sisae 1 (e—kyr—dez : 
@—kyVat+o +a Veta! Vor +e 
Das Normalintegral Jz ist also auf die Normalintegrale 
J, und Jz zuriickgefiihrt. ; 


In ahnlicher Weise setze man zur Berechnung von 


z i 
ie — ky V2? —a? 


J 
ye = ere i 


kz — a? Yeats V 
(11.) a also z—k=W 6 ’ 
—ade > ViR—a)(2—a?) 
12.) dx = ——____~ Ba ge m= —~ EN 
(12.) dx Cah ie s — = 
(13,) — — Vero gee Vie — = =n): 
— Ho — 
Ist k? > a?, so wird daher 
(14) f dx a5 Rey (2—k) WE ae 
(a@—k)" Vx? —a? aT V2—a | 


und fiir k? < qa? wird 


waelS lie a 


ar 4 ay abr ene eee. 

sae (k oon a? — 

Die in den Gleichungen (11 )) 12.) und eee En 
dx 


_ Substitution fiihrt auch zur Umformung von 


—k ome 
es wird namlich z doi dar 
cs VER aE, 
(16) | e—k | 
ifn Ok iy ee ee V@ — a?)(a? — 2?) is 
4 . za—k , 
also fiir k? > a 
Ey ba is a 1. “(e—kytdz 
@—KrVe—e@ (ey tV~e—@) Ve—2 | 


und fiir kh? < a? 
8) (2 - eh ide 
(a—k)" Va? — 2? (k2— a2)"—1/q2— 72 V2—@ 
Das Normalintegral J, kann bei Anwendung komplexer 
Groéfen durch Integrale von der Form J; dargestellt wer- 
den. Will man aber komplexe Gréfen ganz vermeiden, so 
wird man entweder die in § 46, 47 und 48 angegebenen 
Methoden anwenden, oder man wird im allgemeinen noch 
zweckmiafiger nach den Angaben in § 12 (vergl. Formel 
Nr. 84, 85 und 86 der Tabelle) trigonometrische Funktionen 
einfiihren, nachdem man durch die lineare Substitution 


al 2 hone : = 
und durch naeeaiitlé Bestimmung der Grofen « und ? das 
Integral auf Integrale von der Form 

(Pe + Qde 

(2+ prVZ 


zuriickgefiihrt hat, wobei Z einen der drei Werte a? + 2’, 
22 — @? oder a2? — 2 haben soll. Durch die Substitution 


(20.) =atgt, dz= fot Vai A 


erhalt man dann 


of Ree ee are 


(Pz + Q)dz- ((Paxint ae Olid f) cost Pt t. dt : 


Cl!) \e@tpyVete J (sin + pcos 
; =p * .cos’*—*td(cost) 
— Rafi + (p — a®ycos*t]* 
. Aa — sin*t)*—1d (sint) 
- : f of —phsin® + Pere 
Durch die Sore reg 
: int at > Pac 
(22.) a dz = VAC Sate 
erhalt. man 
(3, . (Pe+ Qde — (Pa + Qcost)cos*—*t . dt =. 
“ F(g2 4 py (24+ oy Ve—a POLES etal p? cos*t)* ess 
Es aS 
[(a? + p?) + a*tg*t|” 


1 — sin*ty'—! . d(sint 
+ ces P= pis 
Durch die Substitution 
(24.) e=asint, dz=acostdt, Va?—2 = acost 
findet man 
95.) ‘f (Pe+Qde  _ (Pa sint + Q)dt 
(2+ py Var — 2 (a?sin*t + 2) 


wears afi d (cost) 4Q f; “a + tg?t)td(tgt) 
a? + p®) — a? cos*t] (a? + p*)tg?t + p?|” 
AufSerdem kann man zur Berechnung des Integrals 
J, auch Rekursionsformeln herleiten von der Form 
(26 {ot® ae 
(+ prVZ 
_ (he + 8SVZ of (Pyz + Qi)dz “(Poz + Qe)dz 
C+ pyr * Je@ppy tye Se pyr2VvZ 
wobei man die unbestimmten Koeffizienten R, S, Pi, Qu, 
Pz, Qe dadurch ermittelt, da8 man beide Seiten der Glei- 


chung (26.) differentiiert und nach Fortschaffung der Nenner 
die gleichstelligen Koeffizienten einander gleichsetzt. 


‘ 


; § 51. = 
Integration einer Differential-Funktion von der Form 
F(a, Vex + 8, Vyx + d)dx. 
a die Formel -Tabelle Nr. 164.) : 
Ist Fa, V ax , Vyx + 6) eine rationale Funktion 


von x, Verx+8 nF Vyx + 6, so kann man die Ermitte- 
lung von SF a, Vax + 8, Viecd + d)dax auf die vorstehenden 
Methoden zuriickfiihren. Setzt man nimlich ; 

(1) Vor +B =t, also axrt+ p=, 

so wird | 4 


(2.) z= —?, dx =, roe te, 


(3) [ree Warton” Vr ida 


fre t, yee ee 
a a a 
d. h. man hat das Integral auf die Form 
JFyt, VAP + Bt + Cyt 
gebracht und kann die friiher angegebenen Regeln zu seiner 
Berechnung anwenden. Dabei ist 


(4.) Eas ag aye eae 
a a 
oe 
St G—G, 4 
Beispiel. if Vix dz = * 
Auflésung. Hier ist 
(5.) Ve—a=t, e—a=?, zr=a+F, 
(6.) dx = 2%dt, b—x=b—a—?’. 
Unter der Voraussetzung, dali b— a> 0 ist, setzt man 
(7.) . Vb—a=c, also b—a=e 


und erhalt nach Formel Nr. 120 der Tabelle 


\ Lao Da dc, ( 2dt * 
. — HV PP — PF + aresin(— 


i Ge ee (6— x) +> — 4) os 


Kiepert, Integral - Rechnung. 20 


XT “Abschnitt. 


Theorie der hestimmten Integrale, 


§ 52. 


Integrale zwischen unendlichen Grenzen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 165 und 166.) 


FES 


Bei der Erklarung des bestimmten Integrals durch | - 


Formel Nr. 4 der aus namlich durch die Glens : 
(1.) - free \dx = F(t) — F(a), 


war bisher vorausgesetzt worden, dafi die Grenzen a und 
b endliche, konstante Groen seien. Jetzt kann man sich 
aber vorstellen, da die obere Grenze } nicht mehr eine 
konstante, sondern eine veranderliche Gréfe sei, welche 


schlieflich bis ins Unbegrenzte wachst. Demgem’S mége 


Ui: F'(x)dx durch die Gleichung 


= | SF*(ayde = lim SPwde = lim F() — F(a) 


erklart werden. 


Auch die geometrische Deutung des bestimmten Inte- — 


grals als Flacheninhalt einer ebenen Figur bleibt in diesem 
Grenzfalle noch bestehen, die ebene Figur aber, deren 
Flacheninhalt durch das Integral ausgedriickt wird, er- 
streckt sich in diesem Falle lings der X-Achse bis ins 
Unendliche. Es war schon friiher (§ 19, Aufgabe 8) ge- 
zeigt worden, da dersFlacheninhalt der Figur trotzdem 
einen endlichen Wert haben kann. 


ia De 


a ee 


7~ ee 


- “gemad mdge a: De (a)dx aacch die Gleichiong 


~~ 


@. fe gua = = lim frre = Fo)—lim F(a) 


“erklart werden. 
Aus den folgenden Beispielen kann man ersehen, da 
hierbei | drei Fille zu unterscheiden sind: 


I. Das Integral zwischen unendlichen Grenzen wird 
selbst unendlich grop; 


II. das Integral behalt einen endlichen Wert; 
III. das Integral wird wnbestimmt. 


Beispiele. 


byte = in [e*], = lim e& —1 = oo, 


b==00 


esse wird, wenn man a Back —e setzt, 


4 « 
et ioe aerator weet oe Tine e@ < ein = 
q=—oo G a=—oo c=0o Of 


Man kann diese Resultate auch geometrisch deuten 
als Flacheninhalt der ebenen Figur, welche oben durch die 
Exponentiallinie mit der sis 

Yy = 
Geel D.-R., 12. Auflage, Seite 417, Fig. 82) und unten 
durch die x. Achse begrenzt wird. 


2.) forte = — tine? p= 1—lim (4 
dx _t Fee 
2 [s€s 22~ him [arte], — Sim arete(S) 


20* 


, 
. 
y 
Fe 
we 
a a 


eS ey Sc ee 
CLs [ da 


5 1 Nd o> te 
—=———_ = pi Ge ; 
0 frien ae fetes zal 
=o | b=—oco 6 Acai 
ae lim arotg(* — lim waG a 
c=+oo - r+ b=— oo 


Aus diesem ‘Baapel sieht man, wie die Dean doned ee 
(2.) und (3.) zu vereinigen sind, wenn gleichzeitig beide 
Grenzen unendlich werden. Im vie kann man die letzte © 
Aufgabe auch durch Zerlegung des Integrals auf die vorher- 
gehende Aufgabe zuriickfiihren. Es ist naémlich, wenn man 


< 


x= — y setzt, Ns =<s | } 
bee . 


Lu ite 


+ 


co 0 : 
dx =o dx ef de : 
e+e | at a? Jaa - 


sia ay de 
= 68+ <7 


Wy; b=00 


5.) [eit [2Vay ], = 2 lim Vd—2= 00. 


co 
7) 


“da 
lvs a zl ae - oie 
x 
Ce fe = lim [Ina] = lm In? “) = 2. 
x b=00 b=0o 


8.) foosade = == lim [sina], = = lim sind. 
6=00 b=00 
0 


Dieser Ausdruck nahert sich keiner bestimmten Grenze; 
in diesem Falle wird also das Integral wnbestimmt, wenn 


~ 


Pe man die obere saelee untere) Grenze unendlich geof wer- 
den laft. 


co + 


9) ; feinzae = ES [— cosa] = 1— lim cosd. 


b=00 
0 


~ Dieser Remienek wird ebenfalls unbestimmt. Davon 
kann man sich auch durch die geometrische Deutung iiber- 
b 


= 


zeugen, denn das af sinzdx stellt den Flacheninhalt der 


ebenen Figur dar, ‘welche von der Sinuslinie mit der Glei- 


peeps 
y = sina 


evareth D.-R., 12. Auflage, Seite 417, Figur 81) und der 


X-Achse peetaaiet wird. Dabei ine die Teile tiber der 
X-Achse mit positivem und die unter der X-Achse mit 
negativem Zeichen in Rechnung zu ziehen. 


Auch bei der Kubatur der Rotationskérper war ein 
bestimmtes Integral, dessen obere Grenze unendlich wurde, 
bereits aufgetreten. In § 25, Aufgabe 13 erhielt man fiir 
das Volumen des Kérpers, welcher durch Rotation der Zs- 
soide um die Asymptote « = 2a entsteht, einen Wert, der 
auch dann noch endlich bleibt, wenn die Integrations-Ver- 
anderliche y unendlich gro8 wird. Es war namlich 


we = 2asin’9, y = 2a ‘cae x — 2a = — 2acos’g, 


COs@ 
V= “fe — 2a)*dy 


3 : 1 
= 8aix| — 7 costpsing —_ _costpsing +- foospsing a 4 |: 
L 


Fiir limy = co wird 9 => also 


co 


V = af (a — 2aPdy = a®x’. 
0 


810 § 58. Integration 


Integration von 1 Differential- Funktionen, 
die an den Grenzen des Integrals unstetig werden, “= 
(Vergl. die Hormel: Tabelle Nr. 167 bis” 169.) a 


Bei der ‘Erklérong des bestimmten Integrals durch = 
Forme? Nr. 4 der Tabelle, namilioh durch die fea ; 


(1,) Tt F(a)de = (F(a) = FQ)- — Fa), 


war bisher auch die Voraussetzung gemacht vores daB . 
Fx) in dem Intervalle von a bis 6 stetig und endlich sei. 
J etzt mége aber F(x) stetig und endlich sein nur fur = 
C= ex<b, 

wahrend 
@) F/) = $00 
ist. Bezeichnet man dann mit @ eine beliebig kleine posi- 
tive GréBe, so gilt fir 

oe 

SP ada = Fb — 8) — F(a) 


PT ee ee Ta ene ee) 


noch die friihere Erklirung des bestimmten Integrals, wie 


klein 8 auch sein mag. Dem entsprechend moége JP xd 
erklart werden durch die Gleichung 
é o—p eS S 
) JFajdx = lim /F(a)de = lim F(b — 8) — F(a). 
a p=0 a p=0 
Es sei z. B. 
Fa) = 


1 : . 
Ve 1 FO=t-, 


dann wird 


6 
[Prone = 


Bae: 2(limYa = Vo—a) = 2Vb—a. 


= — = —2lim(Vi—a} ° 
re p=0 a 


bi 


aa “Bleibt Fee) stetig ta endlich fir 


t oh a<a2=b, : 
ee . . é aoe 
(4): ; : > at “(a) = + co Z => 


ist, so bezeichne man mit « eine beliebig kleine positive 
Grobe, dann a, fir 


on ; oe s Fo — ie oe a) * 


ata 


noch die friihere Erklarung des Beskiniaor Integrals, wie 
klein auch @ sein mag. Dem entsprechend mége Je! (a)dax 
erklart werden durch die Gleichung 
©) Jet ada = lim JPayde = = Fb) — lim F(a Aacth. 

a+a 


Es kann auch vorkommen, daf beide Fille vereinigt 
sind, daf also 


(6.) F(a)=-+- co und Fb) = +00, 
da8 F(x) aber stetig und endlich ist fir 
ax<2z<b; 
, 
dann wird SF ade erklart durch die Gleichung wee! 
o—p 
(7.) Jayde =m J Piode= lia Fb G) tm Pia + a). 
a—Vg+a 
p=0 


Beispiele von derartigen Integralen waren bei der 
Quadratur der Kurven mehrfach aufgetreten. So ergab 
sich bei Aufgabe 8 in § 19 fiir den Flacheninhalt der 
ebenen Figur, welche oben von der veraligemeinerten Hy- 
perbel 

y= ¥2p.x * 


begrenzt wird, 


(8) = r= dx = 2VP(, em * ): 


6. Re, TRA aati 
i & ie f % he f are ee 
ee ae, ea ee ere ee ware.» My Lf 


’ op ege 


ee so mins ime nm ea und ‘man er- : 


ares ie % 
halt fiir aes aE Re ae ae 
Le K a Ate. "-s te = 
: nyV2p 7 nse ere 
ie = = fyae = oe er 


= * 
0 3 ; F 


einen endlichen Wert, obgleich ” unendlich grof win ‘fiir ra 


a= 0, so daf sich der Flachenstreifen langs der ‘Y-Achse 
ins aes te erstreckt. | : / 
Ferner fand man bei Aufgabe 12 in 8 a9 fies den, 


Flacheninhalt der ebenen a fig, welche von der Urn oe 


mit den Gleichungen — a a 
: Sees ue sin®g 

(10.) x=2asin’p, ¥ 2a tae 

begrenzt wird, : 

(11.) 8 Se = Jyie = = Bat/intydy 


a?(3g — cos g(2sin°g + sin A 


‘Fiir 7 = 2a oder =% wird y unendlich grok, so 


daf sich der Flichenstreifen lings der Asymptote x = 2a 
ins Unendliche erstreckt. Trotzdem bleibt 
ne ere Die mer: 3a°x 
(12.) F'= fydx = a?lim [39 — cosg(2sin’g + 3sing)| = = 
Cae. a : 
endlich. 

Man erkennt aus den angefiihrten Beispielen, da8 bei 
dieser Erklarung der Flicheninhalt einer ebenen Figur, die 
sich in .der Richtung der Y-Achse ins Unendliche erstreckt, 
noch durch ein bestimmtes Integral ausgedriickt werden 
kann, bei dem die Funktion unter dem Integralzeichen 
an einer der beiden Grenzen unendlich grof wird. Und 
umgekehrt kann ein derartiges Integral als der Flachen- 
inhalt einer Figur, die sich in der Richtung der Y-Achse 
ins Unendliche erstreckt, geometrisch gedeutet werden. 


eee Oe ee 


dx 
~j 
os oo eas a=0 


_ Toungs- Belspicle. pee 


- 


as BU hes 
a 


Hier ist 


in fo — 0) tee — stim Yea 


— 370s — sim Ye— Byb—a. | | a 

- b ie 

‘ TS ea acta dx 2 + VeP—aer —— 
’ = ]j a Pe 
Ve—@ —JV2—a = tim [I wueL ses =f ; 4 

7 are at+a ~ P Pow = 
4 Dias ais 
pS) imine EN ae 

; Mite! aeons a=0 a 


es Sige ee 
3.) ee =— li fap ‘ 
: Via — a\(b— 2) = pn (a — a)(b — x) 


V@— ajo ss V—ab+ (a+ bx — 2? 


oder, wenn man 


=2 tos — 


also 


setzt, 


_ aa 


——— ees 


2 


dz = dt, 2c7=b—a 


I, Vic —a) = PED — 2) =| oe ease sin({) 


314 


"54, Integration unstetiger Dif 


Depa wird 


fh ——— == tim[are sin ( (ee) See | 
| (a — a) ( ae ges : q 
‘ = limaresin(°5 ce ae a 0 289) tim a are vaig(@ eet a = 7 / 4 


= arcsin(-++ 1)— ee 1) = Qaresin1 = =H. 
b 

dx : acs 

a> [e-em tim{ 5! G55) - Db amo a Se 


§ 54. | 4 
Integration von Differential-Funktionen, die zwischen — 


den Integrations-Grenzen unendlich werden. 
(Vergi. die Formel-Tabelle Nr. 170.) 


| 
Wird die Funktion F’(x) fir «= c unendlich grof, 4 
wobei ¢ zwischen den Integrations-Grenzen a und 6 liegen ; 
moége, wahrend f(x) stetig und endlich bleibt fiir 

i 


a@=x2<e und fir ec z=b, 
: dann erue nach der bisherigen Definition des bestimmten 


Integrals £ F(x)dx zunichst keinen Sinn haben; es soll da- 


her kine werden durch die So 
oy 


(1.) {Pade = bn SE ade + ee LP "ei 
= a — F(a) + in Fe —y)— iris ao %, 
wobei y und d beliebig kleine Snes Gréfen sind. 


Ubungs- Aufgaben. 

Aufgabe 1. Der Gleichung 
(2.) . vy? = 1, oder y= a E 
entspricht eine Kurve (Fig. 107), welche die Teaniee zur 
Asymptote und auferdem zur Symmetrie-Achse hat; man 
soll den Flicheninhalt der Figur berechnen,. welche oben 


<* 


re ‘Integr aa soindliger = Ditecsile-Wonktioden 
Eraeth ie Rai Wie ote 2 Fie Wee 
ten durch die X he 
y links durch die Ordinate 
x“£=—1 und rechts durch 
die Ordinate x = + 2 be- 
grenzt wird. 


Auflésung. Langs der ag 
-Y-Achse erstreckt sich s 

die Figur ins Unendliche, i 

gees far 2=0 wird_ — s 

4 — y=oo, folglich ist in 7 7 

; diesem Falle i 

; 3) | F= lim Sy + lim Joan y 

; ) + 

a aia fe Sd + lim Ie Fda : 

ee 


ez: Slim[y/2]_,-+ Slim| Va). 
also : 
(4) F=38[1—limy7+ 72 —lim yd] = 304 72). 
y=0 d=0 


Man erhalt also fiir den Flaicheninhalt der Figur, die 
\ sich lings der Y-Achse bis ins Unendliche erstreckt, einen 
endlichen Wert. \ 


Aufgabe 2. Der Gleichung 
if 
(5) wy =1, oder y=—, 


entspricht eine Kurve (Fig. 
108), welche gleichfalls die 
Y-Achse zur Asymptote 
und zur Symmetrie-Achse 
hat; man soll den Flaichen- 
inhalt der ebenen Figur be- 
rechnen, welche oben durch 
diese Kurve, unten durch 
die X-Achse, links durch 


oe: 316 ‘g bd. aes unstetiger 


a die Ordinate 2 —=—1° und re durch me a “ 
7 x = +2 begrenzt wird. — tee can “a 
. * ? i 

| Auflésung. Langs der Y- Auta: aaaeeee ae die SS 


Figur bis ins Unendliche, denn fir ne 0 wird y= CO, 
folglich wird auch in diesem Falle 


. Fen 
(6.) f= iim ae pa ay 
oes) 


ett 4 
= lim} —1—} + lim} = 0°. : 4 


Man hatte einen 1 Paice gemacht, wenn man geschrie- — 


ben hitte 
42 3 
pu f® Be q 
fg =| x 2 Se 


Man sieht, da die geometrische Deutung des be- 
stimmten Integrals, wie sie friher unter Ausschlu8 von 
Unstetigkeiten gegeben wurde, bei der Erklarung des be- 
stimmten Integrals durch Gleichung (1.) auch dann noch 
bestehen bleibt, wenn F(x) fiir einzelne Werte von x 
zwischen den Grenzen a und 0 unstetig oder unendlich 
gro8 wird. In dem Falle nimlich, wo F(x) fiir n ver- 
schiedene Werte von « Zech S63 Grenzen a und 6 un- 


stetig wird, muf} man Je (x)dx in n +1 Integrale zerlegen 


und bei jedem einzelnen das in ee (1.) angedeutete 
Grenzverfahren anwenden. 


Aufgabe 3. ie ts @@>0,b>0.) 


Auflésung. Da die Funktion unter dem Integralzeichen 
fiir «= 0 unendlich grof wird, so muf man das Integral 
wieder in zwei andere zerlegen. Man setzt also 


Pat 


§ 5d. ss hen ie unstetiger Differential - “Funktionen. alr 


ees | . 
tie 2) : fem fests ‘de 2 i 


eet = * 
ee in) z a 
= n(;) + lim n(7). ; a 


_ In diesem Falle hangt der Wert des bestimmten Inte- ee 
grals von dem Grenzwert des Verhiltnisses 5 ab. Da dieser 


Ny re 


Grenzwert, je nachdem man iiber y und Jd verfiigt, unend- 
lich viele Werte haben darf, so hat auch das Integral unend- 


lich viele Werte. Pir Jim § =1 wird 


a (8, } beau? + Int =In(-): 


« 
Dieser Wert heiBt nach Cauchy ,der Hauptwert“ des 
Ge ae bestimmten Integrals. 


Aufgabe 4. froea-" wenn a<c<6b. 


(a — c)4 


Auflisung. Indem man wieder die Zerlegung des In- 
tegrals ausfiihrt, findet man 


b b 
[dete ey -4a 
(9, / Es fe c) tax 
cy 


Set Fda + lim foemor da 


ae 


= Blim[ ya — cl” + 5 lim (yx —« cl’ 
= 5flimy— 7—Va—e+-Vo—e—lim 6} 
a em =n ays 


—-- 818 g55. Naherungsm 


: 2 DDi- = ae 
-Naherungsmethoden durch Einfihrung € cinfacherer se 
Funktionen. Dore . 

(Vergl. “aie Formel - Tabelle Nr. 171.) 

In vielen Fallen, wo das unbestimmte Integral | fe 
Differential-Funktion schwer zu ermitteln ist, kann man 
den Wert des bestimmten Integrals durch andere Hilfsmittel 
genau oder doch mit groBer Annaherung berechnen. = & 


Von diesen Hilfsmitteln sollen hier einige angefiihrt — ; 
werden. 3 | 


ce der geometrischen Deutung eines bestimmten In- | 


tegrals JSieoaz als Flacheninhalt einer ebenen Figur, welche 


_ oben begrenzt ist durch die Kurve y = f(x), rechts und 
links durch die Ordinaten x = 6b, bezw. x =a und unten 
durch die X-Achse (vergl. Founel Nr. 4 Ger Tabelle), ergib**” 
_ sich sofort der folgende 


Satz 1. Sind x = g(z) und vie f(a) zwei Funktionen, 
welche zwischen den Grenzen x = a und x=b sich durch 
Kurven geometrisch darstellen lassen, und bleibt in diezem 
Intervalle g(a) bestindig gleich oder kleiner als f(a), so ist 
auch S 


Plas ewes a ’ 
(1.) Spade < ff (x)da; 


. Fig. 109, 


denn, wie man aus Fig. 109 
ersieht, hat die von der Kurve 
y=f(x) begrenzte Fgur 
A,BiBA einen’ gréf«ren 
Filacheninhalt als die vor der 
anderen Kurve y: = g(x be- 
grenzte Figur A;B,DC. Da- 

x bei ist zunichst vorausgeetzt, 

| daB die Kurven beide téber 

der X-Achse liegen; der Satz bleibt aber auch danr noch 
richtig, wenn diese Voraussetzung nicht erfiillt ist. 

Man kann denB@Weis auch unabhingig von dr geo- 

metrischen Deutung des bestimmten Integrals fiihren,indem 


4 


i ‘ - Ls she gO rh she Sgn oF ae UAL ct ; 


ate 5 


oden durch BinfohrongeintashrerFunktione. 9. 


: Pe taceclbe als den Grenzwert omer Summe fda Se 
bei der die Anzahl | der summierten Glieder immer groBer 
und die einzelnen Glieder immer kleiner werden. Die 
Glieder der beiden Summen, die man miteinander ver- 


a gieicht, gehen dadurch tiber in p(ajdx und f(x)dx. Aus = 
BOY pada = falda. a 
- le dann auch die SIDR der Summen, also a 
F - : ie 
eae Soca < /feeie. a 
F Satz 2. Inegt dite Raaiion f(x) fiir alle Werte von x . 9 
_ tmnerhalb des Intervalles von a bis b der Grife nach be- <a 
* saaiy zwischen den Funktionen g(x) und yx), ist also ¥ 

(3,) : g(x) = fa) = ya), a 
80 ist auch 


b D b 
{4.5 tS Sia\ae < Jt (a)dx < Svea é 


Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus Satz 1. 


Ubungs-Beispiele. 


0,5 
dx ; 
Pe Se By io 
Aufgabe 1. ; Vize 


Auflésung. Da x zwischen .den Grenzen 0 und 0,5 
liegt, so gelten die folgenden Ungleichungen: © 
0e27205, 
0= 2 =0,52?, 
l=1—#2=1—0 52’, 
1=V1i—#=V1— 052%, 


1 1 
a Ys ea ae = Vi—0par 


folglich wird 


05 0,5 0,5 
d. </; ie bs <fo—= a 
P: J < lima <r 
0 0 0 


is 


tn Fae ere ace alae ass: 3 ; 
320 §55. tneragichoden deri 


Saher ase nach Formel Nr. 34 dex Tbe 


= V9 csetatp i 8 SES RS ee ay 
0,5 d § + ,5 d Ca . Bee te = aa 
x rae oN - ; = 3 _ See 


= V2 2 [ares sin e- ae angle 4 
. 
Nach D-R., 12. Anflage: Formel Nr 112 der Tabelle ae 


wird ferner 
1.3.5. 27 fasta 


a x 
atoasts. 4.6 ae 


us 
(7.) aresinz = 1 ere 3 
also aha 
(8.) Vann Sys . ase = 
iB -L seta oot ae 
Sits atas 45. Bw 846 4.67. CA 
= 0,511 050 29, ; 
folglich geht die Ungleichung (5.) liber in 


Pw S 


(9.) 0,5 <fytig ee < 0,611 050 29. 


Aufgabe 2. fn 
ufgabe Wie 


Auflésung. Hier gelten die Ungleichungen 
0=2=I1, z 
OSS ae oe 
lel4+e@=21+42', 
1=Vli+H2=V1i4+ 2, 
1 af ~ 


“Vite Vira 
ene wae fe 


(10,) fs > brit vis > hres = =|In (x + vita] 


oe da 


V2 = 1,414 214, 


“ay xe canons on 


Dabei ist 
In12 = In3 + Ind = 0,484 906 65, 
Ind = 1,609 437 91, 
| i (5)= 0875 468 74: 
dies gibt 
7 : 1 
(12) ao ae eine te 
se) A Vi +2 : ; 
2 ie ae : ee 
Aufgabe 3... /————»——- = ? 


, V 1 — sina sin’p 
Auflisung. Hier gelten die Ungleichungen 
0=sin’g =1, 
0 = sina sin’9 = sina, “i 
1 = 1 — sin’a sin’g = 1 — sina = cosa, 
1 = V1 — sin2asin?g = cosa, (fir O<a< 
1 = pod AE ae di pny 
1—sin%asin’g cose 


folglich wird 


2 2 
13. fh ie (lee < 
lag: : Vi — sin?c sin’ f cost’ 


oder 
4 
Pi 
x x 
Sa Wi — — V1 — sin’a sin’ < Seosa’ 
0 
Ist z2 Boa = oder 30°, so wird 
sina = us ca od hee 
1 = 9 ; => 9 
also 
Kiepert, Integral - Rechnung. 21 


a 


‘Je kleiner der Winkel 3 ist, poe enger ‘sind die ‘ 
Grenzen, astra denen das Integral beat 


ig 


§ 56) Scr 
Mittelwertsiitze. Ys be ae a 
‘(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 172 bis TTB) ak 
\ Es sei jetzt : St ap hea 
ae fe) = gla).We), 
wobei die stetige Funktion A(x) in dem Intervalle | von ae 
bis 6 zunichst bestdndig positiv oder doch wenigstens nicht 
negativ sein moge; es sei also h(x) =0. Ferner erreiche 
die in diesem Intervalle stetige Funktion g(x) ihren kleinsten 
Wert K fiir x = x, und ihren gréften Wert G fiir x = x2, 
wobei 2; und x, zwischen den Grenzen a und 6 liegen oder 
auch mit diesen Grenzen zusammenfallen sollen; es ist also — 


(2.) 941) = K und g(a) = 
und 
(3.) K=gz=@. 


Da h(x) = 0 ist, wird 
(4.) Kh x)dx = ox). h(x)da = fajdx = 4. h(a) da; 
folglich ist nach Satz 2 in § 55 


(6,) K filer < Joe) A(a)de < @ filco)den. 
Erklart man also die Grée M durch die Gleichung 
(6.) Sede = Joe Wajda = M. filed, 
so folgt aus Unglelshing (6.) 
(7.) K<M<G, 


oder 


aes a Mu < ie: 


Nach einem Seine Satze iiber wes Funktionen 
ie mu es daher zwischen a und a einen Wert von igeben 
ie pr heiBe € —, fiir ML oat 


(8) | = g(8) 
wird. Da &é zwischen ral mae 2 liegt, so muB € auch 
zwischen a und b legen ; es ist also 


(9)°. ax<é=b. 
” Erklart ‘man also eine Gréfe @ durch die Gleichung 
(10) Pig gr tie Sree 
tn, | say ts 
so wird , . 
; 68 =6 =+1, 


und man erhilt 


(ll) §=a+060—a), M=gla+66—a)). 
Deshalb geht Gleichung (6) iiber in 


: , b : b 
(12.) SJ) Wax)dx = gla + O(6 — a)| Sh(a)de. 


Indem man beide Seiten dieser Gleichung mit —1 
multipliziert, folgt 


é & 
(12a)  — Joe). Made = Jo(ee\[— 
& 


= gla + 016 — a) /|— K(x) \da, 


oder mit anderen Worten, die Gleichung (12.) bleibt auch 
dann noch richtig, wenn die stetige Funktion A(z) in dem 
Intervalle von a bis 6 niemals positiv wird, wenn also 
h(x) =0 ist. Es geniigt also fir die Giiltigkeit des in 
Gleichung (12.) enthaltenen Satzes, welcher ,,der erste 
Mittelwertsatz“ der Integral-Rechnung genannt wird, die 
Voraussetzung, da h(x) zwischen den Grenzen a und b 
das Vorzeichen nicht wechselt. 


Aus Gleichung (12.) folgen noch unmittelbar die Formeln 


(13.) Jue) Wajdx = o(Ox) J nade, 


21* 


ate . ate ‘ 


a4) | S92). Kee = 0: ah esi fiete, 


Setzt man us Bea 


oui a hee 
so geht aes (12.) tiber in - 


(15.) Joa =o — syle: + eo — - a), 


oder, wenn man die Puch g oe f caitenianier ver- 
tauscht, in 


(15a,) Star =(b—afla + 00 —a)). 


Fiir diesen besonderen Fall des ersten Mittelwertsatzes - 
ergibt sich unmittelbar die folgende geometrische Deutang. 
Der Gleichung y = f(x) entspreche die Kurve AB, dann ist 
der Flicheninhalt der ebenen Figur 


Fig. 110. 


6 
(16.) A:ByBA = /flajdx. 


Da nun der Kurvenbogen 
AB stetig ist, so gibt es zwi- 
schen A und B mindestens einen 
Punkt P, welcher die Kigen- 
schaft besitzt, daB die Gerade 
-x RS, welche durch P zur X-Achse 
parallel gezogen ist, ein Rechteck 
A B,SR bestimmt, welches mit 4:B,BA gleichen Flachen- 
inhalt besitzt. Macht man namlich . . 
0Q =a+ 6(6 — a), 
so wird in diesem Rechteck 


A.B, =b—a, QP=f[a+6b—a), 


also 
b - 
(17) A,BiBA = /f@dx = A:B,SR = (b — a)f[a + 06 —a)). 


Bezeichnet man das unbestimmte Integral von g(x). h(a)dx 
mit g(x) und das von A(x)dx mit w(x), so wird 


$56. Mittelwertsitze. 


1 ? ; Leta) sn SS, oz) F) 

a 8.) oa). Wz) = 9x), Wx) = ye), ox) = w(x)’ 
4% €9) fe hx)dx = 9b) — 9a), 

(20,) - Jie 2 = (b) — (a). 


Durch Riabetweh dieser Werte in die Gleichung 12) 


~ erhalt man 


(21) gb) — Ga) = hee 6(b — a)] .[p(b) — via), 
also . : 
7 gb) — Ga) _ 9’ |a+ 6b —a)] 
(22,) wd. 
w)— wa) wa + @(b— a)} 

Damit ‘ist der Mittelwertsatz auf eine Form gebracht, 
die tibereinstimmt mit dem zweiten Mittelwertsatz der Diffe- 
rential-Rechnung. Vertauscht man nimlich den Buchstaben 
y mit g, so erhalt man at shoe wie damals 

gb) — ga) ~~ ; gla+é Be —a)) 
(Vergl. D.-R., 12. Auflage, § 37 und Formel Nr. 87 der Tabelle.) 


Kin zweiter Mittelwertsatz mége hergeleitet werden, 
wobei die Forderung, da8 h(x) in dem Intervall sein Zeichen 
nicht wechselt, aufgehoben wird. Dagegen modge bei 

é 


Sox) Wa)dx vorausgesetzt werden, daf die Funktionen g(x) 


und h(x) innerhalb der Grenzen a und 6 eindeutig, endlich 
und stetig seien, und dal h(x) in dem Intervall das Zeichen 
nicht wechsle. Ist h“xz)=0, so nimmt A(x) in dem Inter- 
vall niemals ab, und ist h(x) =0, so nimmt A(x) in dem 
Intervall niemals zu, wenn x zunimmt. Man nennt die 
Funktion in dem Intervall ,,monoton“, wenn eine dieser bei- 
den Voraussetzungen erfiillt ist. Bezeichnet man dann das 
unbestimmte Integral von gx)dx mit G(x), setzt man also 
(24.) Jocjdz = Gz), 
so kann dieser Fall durch partielle Integration auf den 
vorigen zuriickgefiihrt werden. Indem man namlich 
u=Hhx), dv=g(x)dx, also du=h'xjdz, v = Gz) 
setzt, findet man durch partielle Integration 


Soe). Madde = [62 may formate. eR 
ene 


Nach den vorangestellten Voraussetzungen dart man 
bei dem Integral auf der rechten Seite der Gleichung den if 
ersten Mittelwertsatz anwenden und findet, _ wenn man B 


Bok Re § setat, : Mis een: sy, * 
(26) So. Wade = ae fie (ode = GHS)[O) — wel. 
Deshalb geht Gleichung 5) iiber tee : aye 


) fae. (adr —= GQ) . W(B)— Ga) . h(a) — GX). HA) + Gg). ha) 
= h(a) (G8) — G(a)] + AO[GO) — GS], 


oder, wenn man Gleichung ie Dearntee: 


08) Jue). hoa ohn) fee 4+ AQ) hedac) 


Vorausgesetzt ‘st dabei also, da oer See a. und 
b das Vorzeichen nicht wechselt. , 

Der in dieser Formel enthaltene Satz wird der ,,zweite 
Mittelwertsatz“ der Integral-Rechnung genannt. 

Ist z. B. g(z)=1, so erhalt man als einen besonders. 
wichtigen Fall 


i & 
(29.) Siayde = (§ — a)h(a) + 6 — hl). 
/ 
§ 57. 


Neuer Beweis des Zaylorschen Lehrsatzes. 

Aus den Satzen, welche in den vorhergehenden Para- 
graphen hergeleitet worden sind, ergibt sich ein duferst 
einfacher Beweis des Taylorschen Lehrsatzes. 

Die Funktion f(z) sei mit ihren n+ 1 ersten Ablei- 
tungen stetig und endlich fir alle Werte von x zwischen 
a und a-+h, dann findet man durch partielle Integration, 
namlich nach der Formel 


(1.) Sudv = uv — Jodu, 
durch Einsetzen der Grenzen 


ae ies : i ei fiw 
| Stet man eae : | 
ig “w= f@th—h, ocat, 


eae pias ak ete 


ial “also. 


be. hse Sindet man aus. Gleichung (1a.) fiir die Grenzen 0 und f | 


er Silat h— sie UL a + fet h— ovat 


SAA es ua fleth—o, “dy = tat 
 erhélt man 


ae 
du = —f“at ee t)dt, v= Z, 
t 


t . 
(3.) freatn—nar— er i ee na fa+h—t)5, at dt. 
0 


Wenn man in dieser Weise fortfabrt, findet man die 
anon 


(4.) front dt = = = f"a-h—t)+ tfmetng git, 


es eS GE oe 6) | ee Wee ek eee 9) EY Ore Te Ne. ae 9, 8 a a sets |e ve 


—1 . n 
©) f[foXa+h—d nat — fat h—d + 
0 . j 

\ t 


fror%a +h—t) vat 


0 
Durch Addition der Gleichungen (2.) bis (6.) ergibt 
sich daher 


) frath—tar=tfath—o+ 
; 


Fiabh—ptafiath—t 


n ‘ t2 
fot E foaph—t + froma th — dat. 


a) fet h— p= —feth—9efeth — 


8) fa+tr= (Ona 


wobei | 


\Roaehtat man, das 


LER, ae ; 
we Ra eg 


ist, so peht Gleichung ce fiir tap iiber - in 
(Xe, +e an gee 


es ei: 8 0 4 


ee = ae 


(9.) : a frre a +h yk De "at Pian, * * = ‘ 


ist. Nach dem ena Mictol woven te der Integral- Rechnung 1 "is 
‘(Formel Nr. 172a der Tabelle) ist daher, wenn man 1—9@ - 
mit 0; bezeichnet, SHAS Re Ais 
h 
{ : (inat pera fe Oh). 
— f(a+1) ce Saas Cee ee atl. 
(10.) R= f*t\a+h— @h) err m+! yas 
ay ¢ 
Aus 0=0=+1 folgt hierbei, da8 auch 
0=0,=+1. 
Setzt man zum Schlusse noch a= 2% und schreibt 0 
.statt @,, so erhalt Gleichung (8.) die Form / 


ut riee y= fee) + £0 4 Lge | Pg | 


hace 


fot +R, 


woO 


= : 
ist. Dieses Resultat stimmt genau mit D-R., 12. Auflage, 
Formel Nr. 91 der abate uberein. 


—_fprti 


§ 58. 
Gliedweise Integration unendlicher Reihen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 176.) 
Sind in der unendlichen Reihe 
(1.) F(a) = Uo + Uy + U2 + us + -> 


die einzelnen Glieder 


BP a = he, wi fia, in HO), we = fly 


stetige Funktionen von z, so war in § 57 der Differential- 
Rechnung (12. Auflage, Seite 281) der Begriff der gleich- 
mifigen Konvergenz folgendermafen erklart worden: 

Die Reithe 

fol) + fi@) + fe(x) + -- 

heift in dem Intervalle von a bis b gleichmaifig konvergent, 
wenn die Funktionen fo(x), fila), fo(x),... in diesem Inter- 
valle endlich und stetig sind, und wenn zu jeder beliebig 
kleinen Grife « eine ganze Zahl m so bestimmt werden kann, 
daf fiir n =m der absolute Betrag von 8, 4,(x) — S,(x)*) und 
deshalb auch der absolute Betrag von R,(x) kleiner bleiben 
als ¢, welchen Wert x auch in dem Intervalle.von a bis b 
haben mag.“ 

Fir die Summe f(z) einer solchen gleichmahig kon- 
vergenten Reihe gilt dann auch der Satz, daB sie selbst 
in dem Intervalle von a bis b eine stetige Funktion ist. 
(D.-R., 12. Auflage, S. 283.) . 

Dabei ist 
(8) Bale) = fla) — [fdee) + fla) + fK2) +--+ fr st@), 
oder 
(4.) fa) = file) + file) + fla) +--+ fre) + Bala). 

Daraus folgt 


b b d b 
6) Sfa)da = Sfderde + /flaidae + [fede + 


4 ? 
ieee jp (a\da + SRAa)dz. 


Da die Funktionen f(z), fox), fila), folax),.--fn—(@) in 
dem Intervalle von a bis } stetig sind, so ergibt sich aus 
Gleichung (3.), daf auch R,(x) fiir die betrachteten Werte 
von x eine stetige Funktion ist; deshalb kann man fiir die Be- 

b 
rechnung von /R,(x)dx den in Formel Nr. 173 der Tabelle 


a 
ausgesprochenen Mittelwertsatz anwenden, nach welchem 


b 
(6.) SRebeiaa = b — a)R,[a + 60 — a)] 


*) Spl) bezeichnet dabei die Summe der _ersten Glieder. 


vergent ist, so wird Rl) fir alle eee | 


Paes ist.” (inone avs aie Nocona da 


Reihe in dem. Intervalle. von @ bis 6b 


a und 6 erebias klein, wenn n (gleich oder) ; ey “ 
ist, folglich wird auch R nla 6 — a)], und da pss eine a 


4 
endliche Gréfe. ist, auch S Relate beliebig Hein. “Man findet 


also Jit (x)dar, indem man die einzelnen Glieder det Rails i 

Uo = fox), wu = ve Di Un . fila), % integriert, denn der Rest. . 
b . 

Jk nlx)ax, ‘welchen man bei Beriicksichtigung von 7 Glie-: | 


dern vernachlassigt, wird fiir hinreichend groke Werte von 
n beliebig klein. . Dadurch erhalt man den folgenden 
Satz. Sind die Funktionen uo, uw, Ua, Us, - . fiir alle 
Werte von x zwischen a und 6b stetig, und ist dive Reihe Ns 
Uo + uy + ue + ug +-- 
in dem betrachteten Intervalle Gleichmdi Rig: Noaderaal und — 
ihre Summe nee f(x), so ist Hg die Rethe Sy 


| Sut a. Jude + Susie +-:: 


konvergent, und thre Summe ist gleich Sik (a)da. 


Man darf noch die obere Grenze mit x - bezeichnen, 
so dafi sich ergibt 


(7.) Jt (ehdoces = ute + Jude a Jude +... 


Dabei ist die Reihe, durch welche Ji (x)dac anew ccil 


wird, in demselben Intervalle gleichmiifig konvergent wie 
die urspriingliche Reihe. 

Dieser Satz hat schon in der Differential- Rechnung 
bei der Methode der unbestimmten Koeffizienten Anwen- 
dung gefunden (D.-R., 12. Auflage, § 48). 

Damals setzte man 
(8.) f(z) = A+ Aiw + Ape? + Age? +..-+ Aa" + R, 


also 
(9.) f(a) = Ay + 2Aoa 4+ BAge? +... + nAgart oe 


Ss ee Wie d die Gleichung (9, aus Gleichung (8) Hee es. 
durch Differentiation der einzelnen Glieder, so findet man os 
umgekehrt die Gleichung (8.) aus Gikichtoe (9.) durch In- eae 
Ricci der einzelnen’ Glieder zwischen den Grenzen 0 
und x, und zwar erhalt, man dadurch f(x) — f(0), woraus Bie? 


sich fiir A der Wert f(0) ergibt. Dabei erhielt man den ‘i 


Satz: Ist fiir hinreichend groke Werte von n die Grife Ee i 
beliebig klein, so gilt dasselbe auch von ig r 
Man erkennt, da dieser Satz nur ein besonderer Fall oS 
_ des eben bewiesenen Satzes ist; denn er ergibt sich aus ihe 
dem allgemeinen Satze, wenn man die Glieder mit steigen- i 
den Potenzen von x an die Stelle der Funktionen wu setzt. : on 
Me 
Die Beispiele, welche bei der Methode der unbestimmten ita 
Koeffizienten in der Differential-Rechnung gegeben wurden, A 
namlich die Entwicklung von es 
eae a ee : a ac. 
(10) Ind+2)=>—5+5—-7+7—:: fir —1<e=+1, | 4 
a1) ep lls CLS ance ae ELE" ph oo pa a 
(11.) arctgz => —atp—7 sr=-+1, 


lode ok OOO 5.2 
(12.) arcsint => +5 5 a aa Hey 


fir —l<=v=+1 


nach steigenden Potenzen von x, eignen sich daher auch 
als Beispiele fiir den vorliegenden Satz. is 


Aufgabe 1. Man soll die Linge des Bogens bei der 
Lemniscate 


Fig. 111. 

(13.) 1? = a®cos(2g) ie 
berechnen (Fig. 111). i 

Auflésung. Aus Gleichung Z 
(13.) folgt 

rdr = — a*sin(29)dq, 
oder 6 

EG TS ebay Pees 

ae) dr a@sin(2)’ 


ae 


08 4 ayes eae 
Setzt man ae och tes x = 
Bis r=at, also dr=adt, cae Se 
so wird ie te +e Y hae a a ae et 
4 Cay ; jaw dt : i ay ; ‘ i" ve ~ 
ELE ees 6 =af———- a gh eo ae 
. . : REEL oe Vie its (ey Ee 
Da tf =1 ist, so wird nach dem binomischen Lehr- — 
satze ee ‘eB Niece 
lease) ghee bE Bs 1.8.5 py ; 
also 
| 1 1.38 1:3. 5 fe Ses 
; aa) ema +5 52 4972.4.6 ane.) oC 
ote ai. Sart see 1 a hear 
awe 4 he cw oo pe 
ee = o(7 +5 } Bak. T 94 .4 909 * 2.4.6 180% a ) 
2 Aufgabe 2. os =? 
Baw ; gVite 
Ba feb Nach dem poe a ist 
1.3.5 
9 ace oh We tates hn 
(20 ae (L-+2%) *=1 ores ay ay ay. 
solange —1l<a<+1 ist. Deshalb kann See diese Ent- 
wickelung nur benutzen, um : 


1 ors 
dx as dx 
Vite & =, Vit 2 


zu berechnen; dabei findet man aus Gleichung (20%) 


1 
ax 
(21.) pane Re 
Vit 2 
Lat 1.327 1.3.5 gl Re 
Gn | ee ee ee 
im | 24 °947 79.4.6 107 L 


§ 58, _- Gledwelse Integration thenditebey ashe 


oe Da” ae Reihe in der eckigen Klammer auch noch fiir 
xz =1 konvergent bleibt, so erhalt man 


BF dx 1 13 1.3.5 
WS Pe fae repre 
?  SWite Haart 2 aya ga 
vy 1 ee 


bala SS dB Bs 
oT 84 24.7.9 + 54.6.10.00~ + 
Rae dieing B18 875 A0RR 
7224167 2.4.7 198 9.4.6.10 1004 + — 
Die Entwickelung in Gleichung (20.) gilt nicht mebr, 
wenn x>1 ist. Nach dem binomischen Lehrsatze wird 
aber, wenn |b| >| a| ist, 


(23,) (a-Lbyn = bm +(") abn +(2)a°bm-2 +(7) atop. 
Setzt man also in dem Falle, wo x > 1 ist, 
VES esieg a=1, b=2%, 


so wird die Bedingung, daf |o|> & sein soll, erfiillt, 
und man erhalt 


25.) (1--aiyn— sin. (™ stm.) ste 4.( ate ae 


also fiir m = — — 


7) 3 
1 1 EA UY PR i aks fee 3 ee 
8) Fs Ve 2) 12-4 Va8 2.4.6 jg 


Diese Reihe konvergiert gleichmibig fiir z > 1, folg- 
lich see die Bena tae Integration 
4 4 
any fi li al Wve 1 Pee Le dx 
i By Ve ' 2.4) Vz6 
Vite a ae i= Ve Ae Ve 


4 ‘ 
dy. Bd SB NS ae 2 
id fee we lim| Va ° & 9 TV xi 2. 13Va28 


Da ‘ie Reihe in ‘der eckigen Klammer 


: " x = “1 konvergent sunsiey ‘so erhalt man ae ce 
ae fite--ts 2 ST. rae = a4 a 13.45 S 
. , ‘ a 8 bade 


nities} 


ESNLUAR LG CN RON) oe wae 


ELM aR eC ae 
Gos tam 3 nore ee 
sep aga 1:3) Pied eine We 
“Ge 37H TS 4 1B 13 PE Wen eS 
| 1.3.5 4 
eC ay ass EN ch) 


Durch Addition der Gleichungen (22.) und (29.) erhalt . 
man schlieBlich des gesuchte sialic) 


i i ie 
4 1 2 
: rr ax be 


30.) seer 
oh Vite gue Vite 


§ 59. 
Berechnnng der elliptischen Normalintegrale erster © 


und zweiter Gattung. 

wv ergl. “die Formel-Tabelle Nr. 177 bis 180.) 
t Das in dem vorhergehenden Paragraphen angegebene 
ae Verfahren kann man auch zur Berechnung der elliptischen 
Normalintegrale erster und zweiter Gattwng benutzen. Das 
elliptische Normalintegral erster Gattung, auf welches sehr 
viele Aufgaben der Geometrie, Physik und Mechanik fihren, 
hat die Form 


hes — 02)( 3 — k=) 


Obes k? <1 und #=1 sein mégen. Dann erhialt man 
zunachst nach ee Broa Lehrsatze 
1 1.3.5 
1h Coty 22 Bb 
(1.) Vike mit slat Tat 4 288 glx 8 


Tex? 


by 


ae Aces 


, aoe F, at 
Es iene een | 
& F Oo > Sad “es er 5 es 
Og ung er e en . 
sac ae zd ee ee ie 


der, wenn man der Kirze wegen, wie in Formel Nr. 121 
_ der Tabelle, 


om Rte ois ae 43.6.. Oped 
@) 4 2 2a ens ee 


AOE 


Vi ee 1 7 ork? + coktat se cgk®x® + .. 


Nach Satz 8 in n§ 58 der Differential-Rechnung a2. oe 
lage, S. 291) ist diese Potenzreihe gleichmifig konvergent fiir 
—1las=x2= +1, folglich ist auch die ae 


Saas a 
= Via) “ve alt gies 
+O Es 


in denialbch Intervalle gleichmaBig konvergent. Deshalb 
wird 


Sasa = fo omic, oa 
* ohdar * dx 
ie ae AVL 


hie = 
dx Po ade 
= |——_ oe Se Ve . 
V Bay PVA 


0 
Nun ist aber nach Formel Nr. 121 der "Tabelle 


* an Lida la 
(6.) igus = c,arcsinx — G(x). V1 — 2 
anit 

wobei 

x 
G(x) = 7 Cz, 

e B.2 jee ie a 
Gla) = +75 -o(> 5 +7) 

a 6.0 5.8.0 la, 1a, 
CH— ET. Gat 64 pee has hs 


rd ae eee ee ee oe a ee eee ree Sie eee (se Am RB) OS Or ID Be OA 1 Bh 


See 


; . “ge oon * } sige 
i ee i 2n—1 o en-2 an—3 ae 


“Deshalb erhalt man 


: See © 1 )acs 7 pene 
(8.) hye aa es Ss t =e aresing 


i Von besonderem icneapeeae ist — Wert aoe Inte- 


grals, den man fiir «1 erhilt und mit K bezeichnet. 
Es wird sey 


= 


Ip. 
oo ee |e ea ae 
: =aCe i) 
oder 
00) x= FLA e+ Der EE yer] 


Noch haufiger wird man durch Aufgaben aus der 
Geometrie, Physik und Mechanik auf elliptische Integrale. 
zweiter Gattung gefiihrt, die man auf die N. ormalform | 


aA ee fea 
Laren ary = 
Vi— 2 


bringen kann. Hier wird nach dem binomischen Lehrsatze 


1 1 t'3 
ELS) EN Tea Ss Poel tc apa a eats a ee ae NSS 
(11. Vin—k28 = 1- uk g gta 34.6¢% 
Lene Kart KSa8 
= 1 1 = oe at aS oe 


oder 
: perc ne = k2ng2n 


ies a 
(12.) V bs 1 Zn — ryt 


also 


Vi— ia? — he = : Aa ay ; om “Te 

oe. a Vint = oh ee =n n—1 Vie ; ae 
ee ‘Da diese Reihe zwischen den Grenzen 0 und x gleich- BS 
; mii pig onvergent ist, so erhalt man ‘a 


a4) oe pana ton fr =o fet “a 
. Viz fay mae = 2n—1 if é' ys the Cae J * é 


also faa Fail Nr. ie der Tabelle, eer nach Glei- | a ; 
ere Ba ae 
4 - m=00 2: ’ ass 
Pb) Wipes =P = de (Ee dos arcsina a. 
ca as ¢ m1 2n — gi a4 

| 4 Gl). a ; ; 
Fir x ey ereibt sich hieraus der Wert te mre als, (ot ae 
den man mit # bezeichnet, nimlich “$e 
*y — hig? n= Qn a 

(15a.) Oar 2 =: s(1- = "St enki 

suid (me 2 = on —1 * 
Es 
1 je a 

Bae Men a Kee ait ce): | 
z(t c1"k 3 Cav ~ 5 ook ) oe 
Auf ein solches Integral wird man z. B. bei der Rekti- on 
fikation der Ellipse , 
(16.) ba? + a’y? — a?b? = 0 . 


gefiihrt (vgl. Aufgabe 2 in § 27). Aus Gleichung (16.) folgt 
namlich 

dy ba aay a — ex 
(7) Be yV ea zz) ~ aR (a? = a)’ 


also 

dxV at — e eat? 
(id.) ‘ s=> ee PEE {: 

Vae—z 
Setzt man jetzt 
(19.) g=a, ¢= ak, 
so wird 
Kiepert, Integral- Rechnung. 99 


eee Siege _ (avi ee ee eee 

(20) . = CNG 
| “Vi-8 

ated ais Bedingurfiea £ Gt eee a 
(21.) t=1 und rt AQ ak ew 
wirklich erfiillt sind. Der Bogen s wird also, vom Faktor 
a abgesehen, dem in Gleichung (15.) berechneten elliptischen : 
Normalintegral zweiter Gattung gleich, nur mu man die 


Integrations -Veranderliche © mit ¢ Be vertauschen. 


- §°60,, 

Berechnung der elliptigohen: Narmalintegrale 
erster und zweiter Gattung durch trigonometrische 

Reihen. 

(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 181 bis 184.) 

Die in den Gleichungen (8.), (10.), (15.) und (15a.) des” 
vorhergehenden Paragraphen angegebenen Reihen konver- 
gieren nur langsam. Fiir die numerische Berechnung sind 
daher die folgenden Entwickelungen, die starker konvergie- 
rende Reihenentwickelungen liefern, geeigneter. Setzt man 


. 


(1.) . x= sing, k= sing, 
also . 
(2.) dx=cospdp, V1—2? = cosg, epee = do, 
Seas Vi—2# 
so wird © 
So de ik dy 
i; Vd — 2?) (1 — #22) i Vi Sete 9) j 
und é 
“ee — ha? 


(4.) 


qa at -\v 1— sina’ dg = Ek, ). 


Oe die Differentialfanktion zu entwickeln, formt man 
zunichst den Radikanden etwas um. Aus der bekannten 
Formel 

cos?8 + sin? = 1 
ergibt sich 


” 


— — 


. cost + 2costesin’g + sin4# = 1, 
oder * 
©) cos? + sintg = 1 — dain'#costs = yr Sn(28) 8) 
_ Daraus folgt _ . 
* (ost + sin’. e20°\(co88e + sin2@ . e294) | 
= cos#@ + sin## + cos*@sin®@ (ey! + ¢—29%) 
re a ia ey: 2 + ey) = 1 — sin®(2A) sin2g, 


oder 

(6) 1— sin42Pysin’g = costa(l + tg’e. ei + tgp. e200), 
oder, wenn man 28 =a, also B =5 setzt, 

7.) 1—sin®asin*p = 


cost(5)(1 + tg? (5): er| . [2 ig tg? ():<*]. 
Wenn a zwischen 0 und zg ™ liegt, so ist tg (5)< 13 


euferdést ist der absolute ia von 
e+29t — cos(2) + isin (29) 


V cog) + sin) = 1, folglich kann man 


E ao tg (°). ete] und E + tg? (5) . ew] 


nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln und erhillt, 


wenn man der Kiirze wegen ta(5) mit ¢ bezeichnet, 


atom 14 (A)oers (Soar (ner 


(1+ ee? — 1 4+ (7 eter + G ete, C ete “3 


Indem man diese beiden Gleichungen miteinander 
multipliziert und dabei die Regeln anwendet, welche (in 
D.-R., 12. Auflage, § 56 und 107, vergl. auch D.-R., 12 
Auflage, Formel Nr. 119 der Tabelle) fiir die Multiplikation 
zweier unbedingt konvergenten Reihen 


22* 


if 


re 


4 
2 
Ay 
Se 
7 
5 
ig 


sey ae fein = = Roti) aa 
ist, die Cleebung aye i Sy, . 
B) | A aterm i ste 2r yn Sane oan 


: AG ye sn) + (nti + oS ee 
+8 ) e006) +I reece Saint 3 oe s 
op l(t )2contso) +("*)(‘s ) costo Vabotee | 
4 60 le ‘ costo) +(7) (")2 emt (GN ol 


ae 


‘oder, wenn man die Glieder varctge oleke mit cos(2g) 
multipliziert sind, und Gleichung (7.) beachtet, 


(9.) (1 — sin’asin®’gy = Ao wh 2A, cos(29) ++ Syrere 
Ra ata ie As Sa Sat 


Dabei wird, wenn man () i) = 1 setzt, 


20 = san ++I 
| on GEO 
in oO OO OG] 
=n) Engen 
19 noe DHOOM] 
= cosin(5) = SG a a etter 


allgemein 


1a) 


va “O3 + see 
(VE Non Lane | ? 


B: 
3 Wenn = te() hinreichend idlein ist, so sind die 
. 
P. 


GréBen A, wie sich zeigen laBt, durch stark konvergente. 


Reihen ausgedriickt. 
‘Die durch Gleichung (9) Ee re Reihe ist gleich- 


mitfig konvergent”, so daf man fi — sin’asin’gy"dp erhilt, 


Z ‘indem man die einzelnen Glieder der Reihe integriert. 
Dies gibt 


(14,) kK (1 — a = 
0 
Aog fe = 7 sing) Ale 3 sin(4g) + i As .in(6g) Tac} 


In dieser Formel sind auch die ,,elliptischen Normal- 
integrale erster und zweiter Gattung“, nimlich die Integrale 


. Va — 2*)(1 — hz?) . Vi — sin*asin® } 
und 
2 $55 9 
—__ f2z2 
Vira, = {V1 — sin®asin®°9dg= E(k, 9) 
Vi—2 ; 


als besondere Fille enthalten. 


Zur Entwicklung des elliptischen Normalintegrals 
erster Gattung F(k, y) hat man in den Gleichungen (8.) bis 
arm m = —+4 zu setzen und erhilt 


*) Der Beweis fiir die gleichmiBige Konvergenz midge hier 
iibergangen werden. 


, Soa 


Pe ee ee) 


so geht Gleichung. (14.) ae in ee wa : Sais cee 


Setnt man in. ee Fale a 
Ao = 4, Ay = en Os =+a, cae 


(16) Ft, Sprites tse aoe Re 


1 -- sin’ ase 
a 


= Any — 7 sin (29) 4 a 3 sin 9) — sin 69 + Bes 


wobei nach okicheg ae bis (13) ; wenn man co = . L soit, 


(17.) ao => ——- ( + C1 Pet + ate’ ai ares ae i Jee 


=O 


: | at Sete, 


(18) a, = Ss (cy e + eege° -f c2¢ge!? + - --) : 
cos 5) ; 


=(1+ a) = CrCn +1 hin, 


(19.) aa: = ieee (c2é* + cyege® +- egcge!? + .--) 
C 
cos*{ — : 
2 
#w=CO 
= (1 + 8) 5 Cnty oett4, 
n—0 
ee 2 Per, ES ae: . . . . . . * . . . _ . . 7 . . aed . . ‘ 
Allgemein ist 
‘ m=Co 
(20.) Ay = (1b 88) S Cnty ye te, 
n=0 | 


Man braucht aber nur a und a, durch diese Reihen 
zu berechnen, denn unter der Voraussetzung, daf{ man die 
durch Reihenentwickelung dargestellten Funktionen diffe- 
rentiieren darf, indem man die einzelnen Glieder der Reihe 
differentiiert, folgt aus der Gleichung 


5 Peta Differentiation 
22.) sin*asin g cos@ 


a 


a) Vame = 4 — sated + 2agcos(49) 


iret 2arcos(6) gts 


Va = sintasin®g? ~ = 4a;sin(2p) — 8agsin(49) 


Be + 1agsin(6y) — +... 


_ Wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit 


(23, Ot sin?asin®y) _ 2 - — sin’« + sin®«cos(29) 
: sina sin?a 
2 — sin®a 
YG. PsP A + cos(29) 
multipliziert und der Kiirze wegen 
2—sinta t1+é 


e 
APES sinta Qe® 


setzt, so erhalt man, weil 2sin(24p)cos(2y) bekanntlich 
gleich sin(24 + 2)p + sin(24 — 2) ist, 


(25) ——_ EP) —_ = _ (dant + 4en)sin(29) 
V1 — sin’asin*9 . 

+ (2a, — 8a26-+ 6as)sin(4g) 
— (4a2 — 12agf + 8a4)sin(69) 
+ (6ag — 16as¢ + 10as)sin(8¢) 


Andererseits ergibt sich, indem man beide Seiten der 
Gleichung (21.) mit sin(2g) multipliziert und die bekannte 
Formel 


2sin(2g) cos(2ag) = sin(2a + 2)p — sin(224 — 2)p 
anwendet, 


i a = — (a — ao)sin(2g) + (a3 — a1)sin(4¢) 

V1 — sin®asin’p 
— (a4 — ap)sin(6g) + (a5 — aa)sin(8y) — 

Aus der Vergleichung der Koeffizienten in diesen 


biden st DEAN findet man 
Vi — sin’asin2p ; 


(26.) 


beiden Entwickelungen von 


folglich wird | aay Go Bona Tee ane : 


(27.) 


hy — a = =s) = Gag — ~ 16a re 10a5, _ ae. 


Bist ews Hiatne rite Soteese aint Nees oe 


a 2 SoS Se Reg oho 
4 t $ 


80, = sing — ao, ae e ar ay : 
Bag = 8aeg — 3a, Iii a ae . 
mh Ta, = 1203 — dae, Neen oy eee 
99 r605— 705, 


allgemein erhilt man also Fae, n= 2 


(28) (Qn — I)a, = An — ae — (Qn - — at 


ei 


Zur Entwickelung: See elliptischen: -Normalintegrals 
zweiter Gattung muf man, wie aus Sissies (4.) hervor- 


"geht, in den gachee (8.) bis (14, m = +3 = setzen und 
erhalt ey et 
m m 1 Cc, (Mm\ __ LON mas 
ea(Y )=3 3 (% ee a (Ortdtets 
allgemein | 


(80,) (5) = (Hip et. 


Setzt man in diesem Falle 
(31.) Ao == bo, Ay = + by, Ap=— be, As = +- bg. Ayn =(—1)"bp, 
so gehen die Gleichungen (9.) und (14.) tiber in 
(32.) V1 —sin®asin’p = by + 2b, cos(2p) — 2becos(4q) 
+- 2b3cos(6g) — + 
f 
(33.) E(k, 9) = oh V1 — sin*asin2g . dp 
0 


bi. ‘ - 
= boy + 7. sin (2g) —  sin(g) + 8 sin(6y) — f..5, 


as labei ist ath: Gleichung (0) * : 
ee bo Gage G wet ee a ae 


cre0t Sree S 


Mae kann aber die GréBe bo auch durch ap ids ay 
ausdrii¢ken. Es ist namlich nach den lacks a7) 
und 8.) . 


ee motos sone = tale + FS anan), 


(18a.) 7 asad a + eS = Cnn sie; 


ferner ist 
, . . 
; 4te(5) de® 
(35.) = sin®a = [r+ te] => ate ’ 
[2 + te(5 | 
~ O1 + af). 
ah, 1 Wee 
(36.) , 2—k? = ae ate: 
Daraus folgt 
(7) (2—H)ao = 5 oe [b+ #S ches tone] 
(38.) ke; = i ae Ee ein, 
also 
(39.) (2 — k?)ag — ka, = Pil E + é4, x (Cn _ enssyret*|: 
Nun ist aber 
Qn +1 te hag eS 
(40.) Chai = n+ Cny al8O Cy — Cn41 = on +9) 


deshalb geht Gleichung eas iiber in 
* 


(1) @—I)ay— kta = 7 ~ al 14¢5'- is omen Dh 


n=O 


Auch die anderen Koeffizienten 6;, 62, b3,... kann man 
sehr einfach durch die GréBen a, a, d2,... ausdriicken. 


Setzt man Seeders vonaws ae ‘man ae durch Reiben- 
entwickelung dargestellten - ‘Funktionen _ gliedweise ‘diffe- 


" rentiieren -darf, so findet man ace Differentiation devs % 


Gleichung (32.) 
sin’asin @ COS @ © 


Vie - sin*a sinp 


=— 40 sin(2p) + Bbysin(dg) : 
— 12g sin(69) os e qe 


de) os 


-auferdem folgt aus rece (26.) 


sin?asin g cos p 


43.) \— — 
oe) V 1—sin?« sin’ 


og Ea — ay)sin(2g)—(as— = sin(dg) 
+ (a4 — az) sin(69) Te Se 4, 
folglich erhalt man 
8b; = = kao ae a2), 165322 = Wa a as), Abe : => kXa2 cx 4), eeby 
allgemein . . 
(44..) 8nb_ = kay 1 — Lee 
Setzt man also : 
a) — a2 = 2?. Bi, a,—ag =4. B, m—a= 6. Boy vnss 


allgemein / 
(45.) An—1 — Anyi = = (2? Bay: 
so wird . | 
k? b k? a ney Spe 2 
(46.) be Bi 5 SG! Bing = a > Bass d RS 


folglich geht Gleichung (33.) tiber in 
(47,) Ek, ¢) = J Vi— sin2asin% . dg 


= hy PG 5 [Bisin@y) — — Bysin(4g) + Bssin(6y) — we vee], 


od 


Von besonderem Interesse sind ie Werte der beiden 
Integrale Fi(k, g) und E(k, 9) fir g = 5) die man _bezw. 
mit K und  bezeichnet. Nach den Gleichungen (16), 
(33.) und (41.) wird ‘ . 


\ 


48) K=F(k et 
¢ 2) = (eae eee 


BP ne ee ee 
-§ 60. Berechnung der elliptischen Normalintegrale. 347 
49)" B= E(k, 2) = V1 —sintasin®y. dg =" Cr Be. A 
a a ; : ee ‘ 
< ae 
(=F [Q—P)ao— Pa). . eee 
Eine kurzgefaflte Tabelle der GréSen K und E, F(k, 9) s 
und E(k, g) ist in den Anhang dieses Bandes aufgenommen*). oe 
Me Fig. 112. Fig. 113. “By 
20 aa 
i ates iets a 


Wy see 
ep ele ey A ledge tok eee 
Seg Sc 
m4 eat ; 4 
oie Maite Be ss | . 
SURGE / Amie nEURRD ai 
LA ih 
Bane) aan a eal ” 
ANSE ian ‘ae 
Pia iabt. 3- & 
Rei 


06 wt 

: Ee 

04 04 aa, ; 
bi PET 


10° 20° 30°40" 50°60°70°80°90 OO 50° 20°30°40°50° 60°70" 80°90" 


*) Eine ausfihrliche Tabelle der GréBen K und E, F(k, y) und 
E(k, ¢) findet sich in der duferst niitzlichen Formel-Sammlung yon 
Jahnke und Emde: ,,Funktionentafeln mit Formeln und Kurven“. 
Berlin und Leipzig 1909. 


15°, 30°, 45°, 60°, 75 und 90° entsprechen. Uber den 


Figur 112 Anekunt Ships Hi a sin a ay Bai g 
Kurven, von unten nach oben gerechnet, den We 


Vv erlauf, der Funktion y = E(k, ») gibt Figur 113. Auskunft, Gi 
wobei k= sina, und die gezeichneten Kurven, von oben 
nach unten gerechnet, ebenfalls den Werten « = ue 15°, 


80°, 45°, 60°, Hoe und 90° entsprechen. 


‘hee 


Beispiel. 

Die angefihrten Reihen konvergieren um so ‘ekieobies 
je mehr sich k = sina dem Werte 1 niéhert. Wane also 
in dem folgenden Beispiele ; 
j : age V CE A AS 

i == OS a eT _op 
gesetzt wird, so moge hervorgehoben werden, daf die Rech- ' 
nung fir klemere Werte von k noch kiirzer wird. Hier 
erhalt man / ; 


1+ 2 = 1,25 92 = 0,000 244 14 


(50.) 


(1 + e)e2 = 03125 e8 — 0,000 015 26 
= 00625 — 20 = 0,000 000 95 
8 = 0,008 906 25 e4 — 0,000 000 06; 
ferner ist 
C12 = 0,25 ; e162 = 0,187 5 
e2? = 0,140 625 Cres == 0,117 1875 


3” = 0,097 656 25 c3¢a = 0,085 449 22 
cq” = 0,074 768 07 C4Cs = 0,067 291 26 
cs? = 0,060 56214 —egey = 0,055 515 29 
C5? = 0,050 889 02 C6C7 = 0,047 254 09. 
Daraus folgt a3 
(51) ao = (1 + e%)(1 + eet 4 ge + ---) = 1,270 249 20, 
(52.) ay = (1 + e)e%{e, + eyege* + coege® + --+) = 0,160 062 02. 
Aus den Gleichungen (27.), némlich aus den Formeln 
(53.) Bay == 4a, — ao, bag = 8a25 — 3a, Tag = 12035 —5ay,... 
wohei 


ee eee Ba 
Be ng der ligne 


iat, findet man = * Cap? 
( a2 = 0,03009265 = ag = 0,000 003 86 


s: | ag = 0,006 277 80 ay == 0,000 000 91 


a4 = 0,001 87439 ayy = 0,000 000 21 
as = 0,000 30941 = ay, = 0,000 000 05 
| a = 0,00007093 — az = 0,000 000 01. 
az = 0,000 016 47 ‘ 
Es darf nicht verschwiegen werden, da8 man diese 


Werte aus den Gleichungen (27.) nur dann findet, wenn 


man noch einige Dezimalstellen mehr beriicksichtigt. Bei 
derartigen rekurrierenden Formeln werden nimlich die 


Fehler, welche durch die Vernachlassigung der folgenden. 
Dezimalstellen entstehen, im allgemeinen bei jedem spiteren 


Gliede gréBer. Wenn z. B. die letzte Dezimalstelle in ap 
und a auch nur um 2 Einheiten unsicher ist, so wird in 
der Gleichung 
Baz = 4a,6 — a : 

a, (und deshalb auch der Fehler von a;) mit 46 = 8,5 multi- 
pliziert, so daB 3a, um 19 Hinheiten, a selbst um \ Ein- 
heiten in der letzten Dezimalstelle unsicher ist. Die Gréfe 
a3 wird um etwa 23, a4 um etwa 172 Hinheiten unsicher. 
So steigert sich die Unsicherheit mit jedem spateren Gliede 
auBerordentlich schnell, weshalb die vorstehenden Resultate 
nach Gleichung (20.), madlioh nach der Formel 


=(1 +6): 3 "Ono ne ten 
berechnet sind. Sodann findet man aus den Gleichungen 
Qbo = (2 — k®)ap — k?a, = 1,36 . ap — 0,64a1, 
4B; =a—@, 16B,2=a,—a3, 36B3 = a—a,... 
bo = 0,812 549 61 Bs = 0,000 013 03 
By, = 0,310 039 14 By = 0,000 002 03 
(56.) Bz = 0,009 611 51 B; = 0,000 000 34 
| Bz = 0,000 797 73 Bs = 0,000 000 06 
By, = 0,000 093 26 By = 0,000 000 01. 


oe 


‘ she 7 
B50 


Soll z. B. bei der Rektifikation. ae Ellipse mit en s 


Halbachsen 
O10 b= 6 


der Quadrant q berechnet werden, so erhalt man e = 8, ‘ 


also k=— = 08 und, nach Gleichung (20.) des vorher- 
ee “Batgaranhen ‘ 


—— ]p242 
(9) pt af het 
0 


* 


Ls aN . ‘ ) ¢ 4 
Foil Lowe ADA) =) — 12,763 499 4. 
Vi— {2 f ( 2 an ; 


' Zur Priifung dieses Resultates beachte man, daS der 
Quadrant des Kreises mit dem MHalbmesser a gleich | 
15,707 963 3, und der Quadrant des Kreises mit dem Halb- 
messer 6 gleich 9,4247780 ist. Der Quadrant der Ellipse _ 


liegt, wie durch das oben gefundene Resultat pee wird, 
zwischen diesen beiden Werten. 


§ 61. 


Vereinfachung der numerischen Rechnung 
durch die Landensche Transformation. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 185 und 186.) 


Es sei wieder 


p 
; d 
(1) Fk, 9) = | Aan R 
V1 —sin2e sin’ 
dann fiihre man eine neue inte anor: Verainderliche p ein 


durch die Gleichung 


2) igg ee 
) of = sin a + cos(2p) 


» oder sin(2p— p) = sinasing. 


Vere rg dene Meta yy arse vias ee 
feo ete (% = 5 =—7 = 1,995 302 278, PS ay 
(68) B= Bl, a! =" = 1076 4994. 


ice “Sant aaah Differentiation 


dg 2[1+ sine cos(2yp)|d 
x | ees = (1+ teed = sig sean ier 
ig Sone 5 eee of1 + sina cos(2y\ld 
(4) a ee at + 2sine ace ea re 
26 top 
(535 cae | ee sina sin’g = 1 Tee 
| _y__,_sintasin(y) 
5 ee sin?a + 2sina cos(2p) + 1 
oe [sina cos(2p) +1? 
Bcmerenae cos(2p) + 1 
Dabei ist 
sin’« + 2 sina cos(2yp) 4s 1 = (1+ sina)? — cai sin*y. 
Da 
(1 — sina)? = 1 — 2sina + sin’« > 0 26 
ist, so wird 
1 + 2sine + sinc” = (1+ sing) > 4sina, 
folglich kann man 
(6.) oe =sinf, also ROBE ase sin?f 


(i + sine? 
setzen und findet aus den Gleichungen (4.) und (5.) 
2[1 + sine cos(2p)|dp 


(7.) Up — (inten of sie inp) 
1 + sina cos(2p) _ 


a ene ee 
©) y. ee ahs (1 + sing) V1— sin'psin?y 


Dies gibt 

dg Be ee dw ; 
Vi—sin’asiny 1+ sine V1 — sin®? sin2p 
Da yw =0 wird fiir » = 0, so erhilt man 


(9.) 


y 
(10,) [eee ares a md 

“ JV1i—sin’asin'g 1+ pge Vi -- - sin’p sin’ Zap 
0 


oder, wenn man sing mit k und op mit k, bezeichnet, 


doa) Sco 
-- swobei man_ ee Wert von v aus Gia @ ndet. © 

is Das Integral F(fi, p) ist. miitharior: au pase ne il», 

ky >k ist. Hs ist namlich — . wed, 

sina <1, also | us| sa ane 2, we + sing) = 4, Bu 

folglich’ isd’ Ny Sn eat a kat ee ne 

Seine 10 Agim a RE le gen 

(1 + sina)? ~ 54 — sina > sin. ; iene 


Deshalb denkt man sich in Gleichung (10a.) die GréBen Be: 


‘sin o> 


ee k, = sinf und p gegeben und Sie diese is eae auf . 
oe die Form Bis yee 
(10b) . Fe, oe LEK Ug ai 


d.h. man fiihrt das ie za Boteciuensde Integral 
F(ki, w) auf das einfachere F'(k, y) zuriick. Dabei berechnet 
2 man, die Werte von g und sine aus den Gleichungen (2.55 
A und (6.), und zwar findet man aus Gleichung (6) 


bua 2 
cos?@ = 1 — sin?? = a ee) 


i: (i + sing)?’ : 
oder, da man den Wert von ~@ zwischen 0 une 5 an- 
nehmen darf, " ; 
(1) cosp = oe also sina = Leone _ = tg (8), 
oder 
(12.) pT ane SE aaeie 
. Le Vo 


Setzi man z.B., dem Beispiele im vorhergehenden 
Paragraphen entsprechend, 
kj = sin@ =08, also cos@= 0,6, 


so wird 


: 1—cosB O04 
yg = Sie 
ig aT +cos® 1,6 
_, (4) __1—V1— _ 1 — V0,9875 
‘=eG)- Th Ran EN aa 
€ = 0,125 016 654, «? = 0,016 133 230, 
= 0,000 260281, «8 = 0,000 000 068. 


Rae 0,25 ’ 


7. 
~ 


, fee: darf deshalb bei der Remiinne der Gré8en es 
Gh, 1, G2,..., 00, bi, be,..., selbst wenn man 9 -Dezimal- ok 
stellen beriicksichtigt, alle Glieder vernachlassigen, die mit — 
é oder mit einer hdheren Potenz von « multipliziert sind. iz 

Durch wiederholte Anwendung dieser Substitution eS 
wird man auf immer kleinere Werte von k = sine gefiihrt, Tl 


und zwar nehmen diese Werte sehr schnell ab. Fiir 
 limk = limsine = 0 wird 


| dg fe 5 
13 aril k, ——————. = Jdg = @; at 
Ge ee eres = Vi — sine sin’9 EE 
d. h. fiir eine Werte von @ ist Fi(k, gy) nur wenig von @ ; 
selbst verschieden. 
Dieselben Formeln fiihren auch zu einer Reduktion 


des elliptischen Integrals zweiter Gattung E(k, py). Nach ‘ 
Gleichung (2.) ist namlich 4 
4 2 

cos’ = sce = GE ee ND 8 3 
1+tg’p = sin’a 4+ sine cos(2p) + 1 : 


deshalb folgt aus den Gleichungen 6.) und (6.) 
FS aR Sat <a eT, 2 
V1 — sinx sin’p + sinacosm = _sin at 2sing cos(2yp) + 1 
Vsin®2« + Qsine cos(2p) + 1 
= Vsin®a + 2sine cos(2p) + 1 
= (1 + sine)V1— sin2@ sin2y , 


und aus Gleichung (7.) 


2 Qw)|d 
(Vi—sin’asin’g + sine cosg)dg = — i Bh sd a Ea : 
(1+ sina)V1—sin?@sin2p 


Dabei ist 
2[1'+ sina cos(2y)] = 2 + 2sine — 4sine sin®p 
= (1 + sina)[2— (1+ sina)sin’@sin*y] 
=(1 + sina) {(1 + sina)(1 — sin2@ sin) 


+ (1— sina), 
folglich wird 


(14.) fv — sin’« sin’g + sina cosg)dp 


ee en dy 
oe Janina Toke 
ret Ts inal 5 peeled amram JVi-si “sin’Bsin™p 


Kiepert, Integral- Rechnung. 23 


(14a) BG, 9) + pains = A+ Es, ytd 
Mit Riicksicht auf Gleichung (10) Sas — hb 
= 
Ek, ®) Se being = == -(l = pee ») 4 
also 


——_ Bk, = — Fk, = hse —e 


oe 


Saat + k 
Durch diese Forme kann man E(k, ) sapdektahesn : 

auf die Berechnung von F(k, g) und LE, 9), wobei der 

oe Wert von k nach Gleichung (12.) wesentlich kleiner ist als. 

ns der Wert von ky. ; 


. § 62. 


Differentiation der Integrale. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr, 187 bis 189.) 
Nach Formel Nr. 4 der Tabelle war ein bestimmtes 
Integral durch die Gleichung 


(1.) J= J Pwd = F(b) — F(a) 


erklart worden. Betrachtet man a und 6 als veranderlich, 
so ist J eine Funktion von a und 6, und man erhalt durch 


Differentiation : 
OD 5s eee 
(2.) . a Ea), > oe 6), 
also 
b . : 
(3.) dJ = d/Fadax = — Fada + F“(b)db, ~ 


oder, wenn man Fz) mit f(x) bezeichnet, 
é 
(8a.) dJ = df f(a)da = — f(ada + f(b)db 


Ist die Funktion unter dem Integralzeichen aufer von 
x noch abhingig von einem variablen Parameter f¢, ist also 


2) 
(4.) Fa) = f(a, t), I =Sf (a, tax; 


af ‘80 ek dah das bestimmte Integral J eine Funktion von t, se oe 


"i und zwar von ¢ allein, wenn die Integrationsgrenzen a und Ss 
b zunachst als konstant betrachtet werden. Das Integral J re ; 
geht tiber in J+ 4J, wenn ¢ um 4t wichst; es wird also a ‘a 

; Bias ae 
3 eee TAEAI. Sta, t+ At\dz. ee 
Aus den sera (4) und (5.) ae daher ; j a8 a 


6) | AJ = =f f(a, t + At)da — Ji Pas thdx, 


iy [fla, t + 4t) — fle, t)}de. 


Nach Formel Nr. 88 der Diktetoh tisk Recksane t (12. Auf- 
lage) ist 
f(a + h) — fla) =h. f(a + Oh), 


wobei 6 zwischen 0 und 1 liegt. Wenn man nun unter 


der Voraussetzung, da f(x, t) fiir die betrachteten Werte 


von t eine stetige und differentiierbare Funktion von t ist, i, 
Of (a, t) ; 
er Re mit f(z, t) 


bezeichnet und in der vorstehenden Formel a mit t, h mit 
At, f(a) mit f(x, t), also f(a) mit fx(x, t) vertauscht, so er- 
halt man 

f(a, t + At) — f(a, t) = At. fo(x, t+ 0. A). 
Deshalb geht Gleichung (6.) tiber in 


6 
AJ = fat .fola,t + 0. Ada, 


oder wenn man beide Seiten der Gleichung durch Mt 
dividiert, 


é 
(7.) AT a S fla, t + 0. Mydx 
b 6 
=S fax, tid + J| fsa, + 8. At) — pola, t)\dax 
LafBt man jetzt +t verschwindend klein werden, 


wird, wenn auch /2(z, ¢) fiir die betrachteten Werte von i 
o95* 


a 
eRe, 
Ag 
i 


en § 
Gisishong (7.) ested Hsin, sO das ‘man an di 
Grenze § :: = 2 aa 


(8) . =f ff (x, thd = fi (a, te = fe! afte, Dy i : = = be 


_ erhalt Dies it den 


Satz. Ein bestimmtes Integral ote ren einem vari-_ 
ablen Parameter t, den die Funktion f(a, t) unter dem Inte- 


-gralzeichen enthdit, differentiiert, indem man diese Funktion 


nach t differentuert. 

Voraussetzung ist dabei, daf nis RoukeGnen f i ty= 
Of (a, t) 
Adie 
Betrachtet man jetzt noch den Fall, wo die Integra- 
tionsgrenzen a und 6 veranderlich sind, so wird J eine 
Funktion der drei Verdnderlichen a, 6 und ¢, woraus aoe 

fiir das totale Differential der ee 


os 
ay = 5" da Se db + SE 


und fiir die betrachteten Werte von ¢ stetig sind. 


ergibt. 

Sind insbesondere die Integrationsgrenzen a und 6 
gleichfalls Funktionen von ¢, so wird nach D.-R. (12. Auf- 
lage), Formel Nr. 231 der Tabelle : 

dJ  oOJda , oJ db ov 
@) dt ~ da dt * Ob at * Ot’ 
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (2.) und (8) 


b 
dJ a 
(10.) ae ic t)dx 


== fla, a 2 + fb, t)- tf Gi 


“Of (a, t) 


Ist J das unbestimmte emery einer Differential- 
Funktion f(x, t)dz, welche noch einen variablen Parameter - 
t enthalt, so kann die Integrations-Konstante C gleichfalls 
noch von dem Parameter ¢ abhiingig sein, so daf man 
erhalt 


(11.) J =S f(a, thdx + ft), 


tum 4t, so geht J iiber in 


(12) T+ AT = She, t + Atda + gt + At); 
folglich wird . 


(18) 47 =/ [fle t+ 4) — fle, Nlde + oft + 4)— old, 
also 

: Ot eh) mr OF: a t) A 
(14) a = BG = de + 9'( 

Da g(t) eine ganz beliebige ag ted von ¢ ist, so gilt 
dasselbe von g(t), d.h. gf) spielt auch in Gleichung (14) 
die Rolle einer beliebigen Integrations-Konstanten, so da8 
der Satz, der vorhin fiir die Differentiation eines bestimmten 
Integrals nach einem variablen Parameter ausgesprochen 
worden ist, in gleicher Weise auch fiir die Differentiation 
eines unbestimmten Integrals gilt. 


’ 
§ 63. 
Berechnung bestimmter Integrale durch Differentiation. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 190 und 191.) 
oa Aus Formel Nr. 28 der Tabelle, nimlich aus 


d 1 
(1.) . lease z4 ; arete(~)); 


folgt durch Vertauschung .von a® mit ¢ 


(2.) (ee = <_[aret (+)| = = rae 
| +t Vil “Vth Vi 2 
0 
Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach dem 


Parameter ¢ differentiiert und mit —1 multipliziert, erhalt 
man nach Formel Nr. 188 der Tabelle 


7% dx LA tok 
3; . yee ee 
vA Serr +iP 2 Vt 2 
Wenn man beide Seiten dieser Gleichung nochmals 
nach ¢ differentiiert und durch —2 dividiert, so ergibt sich 


Chie 3 tex 
(4) Tall eee Pe 


J@+iyp 2.4 pyt 2 


0 


wobei oft eine ganz beliebige Funktion von t ist. “Wachst = a 


Perpen ies 22% 


he Ne Ter 
a = ae es 


se 


¢ 


Durch Fortsetaung diese 


. 


Poe co. 8) gine eine ee a ae 


= ge a Wn See 
Seete 


(6.) aur Lee or 4. 6.-@n—2) mi 2 
oder = = tes 2 —S SS = 
cy fe - te 2 
(0) (a? + x)" = cae x eee Shee 2 pasate =] 
0 ee ~ Sst 
: SS So eae 
. a: as . ah 
SL, a See Soe 
@) fe puget fee se 
folgt fiir positive Werte von. t BS 
(8.) fret} Se SSeS 
Indem man Bade Seiten dieser Gleichung nach sem 
eS Parameter t differentiiert und mit —1 multipliziert, omnes 
= man nach Formel Nr. 188 der Tabelle 
(9.) —te a 1 
. ce. ada = 5 
0 * 
und wenn man dieses Verfahren wiederholt, 
: (10, jes eda =~ ae 
0 
(11) fre wae 1, 
-t4 
0 
Sp n! 
(12) fr @ anda = 
0 


Rik gn ee 
~ Berechnung der Werte von einigen bestimmten 


Integralen. Se 

(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 192 bis 197.) a 

‘Gur Berechnung eines bestimmten Integrals ist es nicht = 
immer erforderlich, vorher das wnbestimmte Integral zu er- si 


mitteln; es sind dabei vielmehr hiufig Vereinfachungen még- 


lich, wie man aus den folgenden Beispielen ersehen kann. 


4 


Aufgabe 1. _/cos?"xdx = ? 
0 
Auflésung. Nach Formel Nr. a der Tabelle ist 


1 oe Nek be 
2 aes 2n—1 mute ke 2n—3 pr 
(1.) Jcos ade = sina| 5 cos’—ly + tee shee a 
PS cI Lee lata 2) + Ge Resa 2 1. ; 

; 2n(2n — 2)...6.4.2 2Qn(2n —2)...6.4. Q 7 

da nun : 
é IN 
(2.) ain.) = 0, cos(5) = 0 
ist, so wird 
(2n —1)(2n — 8)...5.3.1 x 

@)—_foostendn — On Ba 


0 
; 


Aufgabe 2. Jaininede =? 


Auflésung. ih aihnlicher Weise wie bei der vorigen 
Aufgabe ergibt sich aus Formel Nr. 105 der Tabelle, nim- 
lich aus 

Teg 
Qn(2n —2) 
(2n —1)(2n — 3)... (2n—1)(2n —8)...5.3.1 
T on(Qn—).. ae sin] +' In(Qn —2)...6.4.2 
das bestimmte Integral 


4 


1 
(4.) ined = — cos es ee ae in 


z, 


oe (2n —1)(2n — ik 5.3.1 x 
(0.) foie ee wget . 64 88 
0 


ae kod. woadie ll feivige ty 


E + — Pt m = y re 


: 360. § 64. Rerechnang ¢ der Wow ain 


leitung one duréh wiederholte ieee aye eeuedien 
Integration erméglicht wurde, braucht man aber gar nicht - 
einmal zur Berechnung dieser bestimmten Integrale;. man 
findet vielmehr weit einfacher aus Formel Nr. 101 der Ta- 
belle, némlich aus = 


1 = 2n = is 3 5 
2 eos27—1 2n—2, ; 
6) foos**ade = = cos asing + —— -foos : eax, | a 


durch Einsetzen der Grenzen das bestimmte Integral 


= a j 


4 
1 Sees tog ee a 
(7.) Jcos**ada = on [cos*”—twsinx], + or feos n— da 
Ores 0 
bd 2 
ed fe 
a a foosttede, 3 
shen! 
weil das erste Glied auf der rechten Seite von Gleichung 
(7.) an der oberen und an der unteren Grenze verschwindet. 
Indem man n mit »—1 vertauscht, geht Gleichung (7.) 
tiber in 


4 


n/a 


2 ‘ 
(8.) foostxde = a — : 5 feos. 


0 


In dieser Weise kann man fortfahren, bis ‘man endlich die 
Formeln 


4 


: 
(9.) foostade = 4 cos*xdxz, (10.) foostzae ne : fox i ; : 5 
0 


0 0 0 


wha 
TE) 
nla 


erhilt. Aus diesen Gleichungen ergibt sich dann wieder 
dasselbe Resultat wie in Gleichung (3.) 
Ebenso liefert die Formel Nr. 104 der Tabelle, namlich 


(10.) fsin?*xda = — 5, sin"—tarcosa a. 


n—1 
+ 1 2m—2. 
on [sine xadx, 


durch Einsetzen der Grenzen die Gleichungen 


. 


. ' aye 
r } — 


é . eee See | a 
4 - Qn — Pen ae 
ee = in2”—2 4, ; > 
: i ie et. 2Qn / re ed » y it + 
.* s ; \ 0 ar fg 
_ p iz ? z a %, 
| age m—3f ee 
a tease n—3 [. — 
(12) i fein "da = Sm | Sin’ Auda, a 
. 0 > 0 - & 
ee AS akg hy et fon maha e. yg A a ah 
z 7B 3 . ei 
(13.) sintada = 7 fainteas, ; x 
0 iS 
ea a : Te 
oy 1 Pe ‘ 
: . “pd Don ea age ay Fe EE as 
(14.) foi van = 5 fax 2°9 5 Se 
tra Siete a 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich wieder dasselbe . 
Resultat wie in Gleichung (5.). 
~ a 
= 
Aufgabe 3. _/cos**+Hzda = ? 
0 
Auflisung. Setzt man in Formel Nr. 101 der Tabelle 
m = 2n-+1, so erhalt man 
Qn é of 
2n+1 et ee 2n—l 
(15.) Jcos?*+42dx 7 i cos*”x sin x + er mee =lrda, 
also 
4 4 
—_— q x Q 
(16.) feostixde = male [cos**asina], +9 | fooste—teda 
0 0 


a 


2 
2n 2n—1 
nan plae eee —lydz. 
2n + _ feos care 
0 


Sa Ones Sf 
* 2n—1 C= id 
feos tlre CP 

: 0 


Ba (18) foostede = 3 feosede = 3 [sina], Soy aa rs 
; 0 0 : =e : 
folglich wird = 


% : 


:  On(Qn —2)...4.2 oe 
a2) feos Al one ee i 


0 . ss 
Ebenso findet man aus Formel Nr. 104 der Tabelle — 


x 


3 225 


; ; Qn(Qn — 2)...4.2 
E 2 pa sae SO TESS SN CA SA et IS, eS 
a oe fo eee on eae eS 


0 | . 
In &hnlicher Weise liefern die Formeln Nr. 108 und 
111 der Tabelle, nimlich die Gleichungen 


Vie” 
ry 


i ° 1 
(21.) Jsin”xcos"xdx = — ——— sin”—1zcos"t1a : 
~m+n 
~ 1 ° . ‘ 
m — : 
-+ ——— |sin”—xcos"xdz, 
SES PIt : 
Rt (22.). Jsin’”’x cos*"ada = ——— sin”+1x cos”—1y 
| m+n = 
3 n—1 
ay ; = 
+ —— fsin”x cos"—*ada, 
. m+n 
a 
2 


ein einfaches Verfahren fiir die Berechnung von/sin”xcos"adz. 
0 


Aus Gleichung (21.) folgt nimlich, wenn m > 1 ist, 


: Me ie 
; 2 3 2 ; 
; m—1 [., 8 
(23,). gin” 2.c0s@rdae == new sin” “7. cos 7a. 
0 0 


Je nachdem m gerade oder ungerade ist, wird durch 
wiederholte Anwendung dieser Vereinfachung das gesuchte 
Integral schlieBlich entweder auf das bereits ermittelte 


a FTitogrsl fore oder au 


c 
= 


ae te : ; | ei 2 am 
Be feta 
x ¢ 4.) feos asin cdx E oe ig ass 
: 6 : 

a manic gorilict.- 

z 3 Aus” Bes (22) folgt wenn n> 1 ist, 
= a 

A es a 


(25.) ta cos*zdx = n-1 i cos”—2xdx. 
0 | 
3a Je nachdem n gerade oder wngerade ist, wird durch 
_wiederholte Anwendung dieser Gleichung das gesuchte 


Integral schlieSlich entweder auf das bereits ermittelte 
4 


2 
Integral /sin”xdx, oder auf 
0 


ze 4 
2 7 


inv sin” +49: a Ob 
(26.) foi xecosxdx = eeel me EL 


0 5 
zuriickgefiihrt. 


Diese Resultate kann man auch zur Berechnung der 
-Zahl az benutzen. Es ist néimlich fir O=z2= } 
(27. O=sinz=1, also sin*tly =sin’z = sin*”—z, 


und deshalb nach den in § 55 ausgefiihrten Siatzen 


x aes cd 
(28.) [sine+xdx < fsin*adx < Jsin?’—zdz, 
i . 2 
oder 
2n(2n — 2)...4. 2 5 tes ett 1)(2n — 3)...5.3.1 2% 

@9) 4 On —1)...6.3 ~~ mOn—2)...6.4.2 2 
und 

(2n — aes — are 0.3.1 7 (2% — 2)(2n —4).. ne 
@0) nn —9)...6.4.2 2 ~ Qn—1)Qn—8)...5.3 


it 
ae ? 


B64 § 64. Berechnung der Werte von einige 


1 2.24.46 6 Mn 2 Me On 
SU 9718.8 6.8 7 teed, an —T Qe FL | 
und cues oe ee es 

ey — 2. - Oy « : 
son eee In —2 I 


113-3 5 bo oe ae 


Die rechten Seiten dieser beiden Ungleichungen unter 


scheiden sich voneinander nur durch den Faktor ———— 


ee 


der sich fiir unbegrenzt wachsendes n der Grenze 1 eases 


folglich ist 
x eo Qe Bard, 
@8) Falimy-3°3°5 : 
Diese Formel riihrt von Wallis her und ist bereits 


oe Se 
57 


vor Entdeckung der Differential- und fee -Rechnung — 


gefunden worden. 


Aufgabe 4. Man soll das Integral 


i 1— = pride 


berechnen, wenn m eine positive ganze Zahl ist, wahrend 
p zwar positiv ist, aber auch eine gebrochene Zahl sein darf. 


Auflésung. Obgleich die Funktion unter dem Integral- 
zeichen fiir p< +1 an der unteren Grenze unendlich grof 
wird, findet man auch in diesem Falle fiir das gesuchte 
Integral im Sinne von § 52 einen endlichen Wert. Setzt 
man némlich in der, Formel (Nr. 98 der Tabelle) 


(34.) Sudv = uw — Sodu 


£ me 
u = (1 ~- =) » dv = 2P?— dz, 
m 


so wird, wenn man die Grenzen (nach der Anweisung von 
§ 52) einsetzt, 


—-@) (0 —_ 2V 20d = cs a oe . man 
SS Se ieee: ALS BED Bol 


. -2fe atte o” 


Setzt man -sodann i in Gleichung G4.) 
Be dv = xPdz, 


also 
‘m—1 gett 


so. i man 


36) i C oo ay eda = J Pe - as 
_m rafts pine 


i aa Gee yard. 


Ist m gréBer als 2, so kann si in dieser Weise fort- 
fahren und findet 


~ m—2 we 
(37) {C oe =) aertidge = oe #2 (G- nda, 


ns a ee Pe, OO Sees wah A @ te ad Mee fe”. ‘Oo OSS Bt. 6 oe 


(38.) Ie- Ve neti sees 3, ( z. = arta, 


ear m—2, tae ee +m—1 
(39.) Jo =) ar dz ae = cat) EO dx 
0 0 


1 wm m 
Span mame 
mPrm 


~ mip m— 1pm) 


Aus den “Gloichmgen (@5) bis (9) folgt daher 


: = niin 8h 8.2.1.meem 
wo | (0-2 = FDO +2 mM 


; m\ m? = 
Soo pet) ip + 2)..-(p +m) — 
Aufgabe ee Man soll den Wert: des ante 


0 
berechnen, wenn 0 <p <1 ist. 


Auflisung. Das vorgelegte Integral eee bei ver- 


Pde = Soe e 2 
lta ete 


schiedenen Untersuchungen eine wichtige Rolle. Seine Be- — 


TPREAAS: bietet eine gewisse Schwierigkeit, weil die Funk- 


tion unter dem Integralzeichen fiir 2 = 0 unendlich 


rs 


groB wird, und weil die obere Grenze des Integrals selbst 
unendlich grof ist. Das gesuchte Integral hat trotzdem 
im Sinne von § 51 und § 52 einen endlichen Wert, wie so- 
gleich gezeigt werden soll. 

Unter der Voraussetzung, da p eine rationale Zahl 
ist, darf man 


(41.) p= = also 2np =m 


setzen, wobei m < 2m ist und m und n positive ganze Zahlen 
sind; und zwar darf man annehmen, daf der Nenner eine 
gerade Zahl 2n ist; denn wire das nicht der Fall, so 
kénnte man den Ziahler und den Nenner von p mit 2 
multiplizieren. Einen anderen Faktor (auBer 2) sollen aber 
m und 2n nicht gemein haben. Setzt man jetzt 

(42.) w= 2", also da = Qn2—ldz, oP = gm—2n, 

so wird 


(43.) xP —Iqy = “Onem—Ide 
L +2 1 + 2" 
i 


*) Der Anfiinger darf die Behandlung dieser Aufgabe tiber- 


gehen, 


j eaier a 4 
eve 


Berechn ang - der Werte von einigen erate Tee Bk 6 


a oa Pr ieals ist die Poakion: unter dem te aeeeeade! 
Pee a onals Funktion von z geworden, die man nach den 
Cees ettn der Partialbruchzerlegung apteprieren kann. Die 


_ 2n Wurzeln der Gleichung ; Ss 
gn — 1] = e%@ — cosa + isina . se 
; ‘sind nach D. -R., 12. Auflage, Formel Nr. 179 der eae we 5 
wenn man der Kiirze wegen aid 
E38 Chee 3 
— setzt, fe —- 


(45.) Zp = EPH = COSP, + 1Sin , Pei 
fir h=0, 1, 2, 3,...2n—1. Deshalb wird nach den ~ | ~ . 
Regeln der Partialbruchzerlegung. 3 
G(2) Qnz"—1 eae GQ, + Ein Z 
f(z) 1l+2* ian — eA 1a 
x 
. — pleta®) — Ane*—Nop! 3 
Gy rte Ay = (ev. * ee on e2n—lpyt y 
weil ‘ a 
e2mppt =. o(@htl)xi — __ | } 
ist. Dies gibt ; x 
a _ mgr — A=2n—-1 emo zi 
Tp 2 ze 
Dieser Ausdruck aft sich wieder auf eine reelle Form 
bringen. Da namlich e = 1 wird, ist 
(n—2h—lnit (2A +1) a 
(47.) ; Zon—A—1 = @ 2n —r on : 
d. h. die Wurzeln z, und z2,_,-1 sind konjugiert komplexe 
Groen, und zwar wird 
(48.) 2, = Cos, + 18iING,z, Zen—z—1 = COS YA — 7SiN Px, 
(49.) (2 — z,)(2 — Zon—n—1) = (2 — COSPsP + Sin*Gy 
= 2? — 2zcosg, + 1. 


Gleichung (46.) geht daher tiber in 


= enPh! , 


QInzgm—1 h=n—1 On AT em ppt 
(50.) - an gen re ye —, (; ae evnt P Tage 23) - 
A=n—-1 D(z — COS Pz) COS(M P,) — Qsin(mpPy)SID PA 
ys Pa; (2 — cosg,)? + sing, 


- Indem man beide | Seiten digger Gleichang mit 
; multipliziert und dann integriert, erhalt man mit Hilfe der Sal 


Formeln Nr. 43 und 18 der Tabelle : ae as 7 ee a 
61) one"—dz = aS oan (mp,)In le — cos on? a sing) ee 
Le es 
h=n—1 — COSPz\ | : : 
oe, sntnaaetg (eae) & 


denn, wenn man : = CN ee. 
(@ — cosg,)? + Sin", = = Ver und. Ee cos, = fein - 


setzt, wird 


%(z2— cos p,\dz ay is 
(zg — cosg,?. + sino, Y 


sin p,dz © 
== arctgt. 
ic — cos p,)? + sin’, “fte a ee 


Beim Kinsetzen der Grenzen in Gleichung (61) wird 
(52.) limin{[(e — cosg,)? + sin’9,| = limIn[z? — 2zcosg, + 1] 
e=0s=~ . 2z—0 
=lni = 0. 


: : 1 
Sodann wird, wenn man 2 aes setzt, 


h=n—1 ; : 
(63.) SS cos(m@p,)|In(z? — 2zcos@, + 1) 
h=0 


A=n—1 Fate 5 apa ‘ 
= > cos(mp,) n= me sia Pat =) 
k=0 Ui 
h=n—1 h=n—1 
= =, cos(mp,)In(1 — 2ucosp, + u?)—2Inu 3S cos(m@g,). 
k= A=0 


Aus der bekannten Formel 
2cosasinb = sin(a + b) — sin(a — 6) 
folgt hierbei, wenn man a = mg, und b= pn setzt*) und 
beachtet, da m = 2np, also mp, = (2h + 1)px wird, 
2sin (px) cos(mp,) = 2sin(px) cos(2h + 1)px 
=,.sin(2h + 2)px — sin(2hpz), 

also ftir A= 0, Tyo. 

*) Diese und einige der folgenden Tintersuelangon werden 


etwas einfacher, wenn man die algebraischen Satze iiber die Wurzeln 
der Gleichung 22% +1=0 zu Hilfe nimmt. 


{ -Qsin( px) cos(mgp) = sin@pa), = oe oe a 
sin (px) cos(mg,) = - sin(4px) — sin(2px), 7 aes 


(64.) 2sin (px) cos(mgpe) = sin(6px) — sin(4pz), x = 
FE ate aE Bley 2 ORG Bane ey IE eh ches. 5 eae an a a 2 

2sin( pz) cos(mPy_1) = sin(2npx) — sin(2n—2) px. ES 

Da 2np = m eine ganze Zahl ist, so findet man durch © ian 
Addition dieser Gleichungen a 
oe -f=n-1 2 : ee : 

- 2sin(pz) =, cos(mp,) = sin(2npx) = sin(mz) = 0. z 
; é Sted 
Dies gibt, da sin(px) = 0 ist, a 
A=n—1 ; % 

(55.) ie ; = cos(mp,) = 0, e : 


und Gleichung (53.) geht iiber in 
h=n—1 
(56.) SS cos(m@p,) ln (z? — 2zcosg, + 1) = 
A=0 


“  A=n—1 ; + 


S cos(mgp,)ln(1 — 2ucosg, + w?). 
. A=0 
Beim Ubergang zur Grenze z = oo ist daher 


h=n—1 “3 
(67.) lim S cos(mg,)|n(z? — 2zcosg, + 1) = eo: 
Zz=00 A=—0 


im a cos(mgy) (1 — 2ucosg, + u*) = 0. 


u=0 A=0 


Ferner ist fiir das zweite Glied in Gleichung (51.) 
h=n—1 oS 
68) 2lm > sin(mg,)arctg (~—-°*?*) = 
z—0 A=0 


SIND, 
h=n—1 
—2 SD sin(m@,) arctg(ctg gy). 
ho 


Setzt man dabei 


(69.) arctg(ctgp,)=a,, also ctgp, = tgan, 
so wird 


bs 4 x 
(60.) tga, = te(5 _- on); oder a= 5 Pe 
eges est Gleichung (58.) tiber in 
(61.) 2im = ne (mp,) Jaretg(*— — pr Pa) — = 


‘sin Pr 
A=n— 


Vx - 
—2° = (5—9s)sin(mps), 


Aa 
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: = Sober der Wort i rechten Seite 
- Aus der bekannten Formel aS 


~ folgt hierbei, wenn man wieder a= Mon und b= = px ee 


glo ich =O, 6 Sl ke = : 


 Qsinasind = oe — -b) = = cosa x by 


(62.) 2sin (mgr) sin (px) = Qsin(2h = 1)pxsin(px)= ae 
cos(2hpz) — e088 + +m 


y é os 70) sin( pe) sin (mp0) = 1G = 2) [1- = = eos aly = 3 = 


a 


2 G. — 2) sin( a sin(mg) = C sree =) [cos 2px) cox) as 


| G <n = ae eG ~ ade es cos(6pz)], = 


- 


2 = — “res oni pt) ee == 
| cS on = cat — 2)px — cos(2npz)] 
~ Durch Addition dieser Gleichun; gen findet man 
(63.) 2sin( (px) oS — oo aysin (m@,) = 
a —l1)r gaan, 
a8 — 1 ae cos Qnpx) ]J—= S cos(2hpz). 
nr NR fpr ; 
Dabei ist 
(64.) cos(2npx) = cos(mx) = (— 1)” 


Um noch 3Sicos(2hpx) zu berechnen, setzt man in 
2cosa sinb = sin(a@ + b) — sin(a — 5), 
a= 2hpx und b = px, und erhalt 
2sin (px) cos(2hpx) = sin(2h + 1)px — sin(Qh —1)pz, 


also: ftireA = 1, 2; 85 2." — 1 


2sin( px) cos(2 px) = sin(Bpx) — sin( pz), 
2sin( px) cos(4px) = ee — sin(3px), 
eenlpe cos(6px) = nip) — secede 


eas cos( On — Dios == singe Se _ eee 


tases Durch Aine dieser Oichna gen erhalt man= Yo - i. 


Qsin( px) ae ‘cos(2hpz) = sin(2n- — 1)px — sin( px). 2 } “2 

3 - Dabei i ie ze : te a 
sin(2n — Dd BE sr - sin(2npa) cos (px). _ ae sin( pz), z Ss : 
oder, see a o 


; sin(npz) = sin(mx) =0, cos (np) = cos (mx) = (— 1)" ec 
ist, . % 


Gees eo es ae l)px = de 1y*sin( px), : eae be 
: , A=n—1 : ink 
-2sin( px) 2 cos(thpe) = — sin(px){t— 1" + 1], bee 
oder, da sin(px) = 0. ist, of 
A=n—1 : = 
(65.) 2 p> cos(2hpx) = — [1 + (— 1]. 3 
~ Deshalb ae os (63) iber in = 
A=n—!1 

(66.) 2sin( pz) = a2) sin(m@,) a 
“o- me 3 
= se mart +(—I) +57 + (— 1") ze 


4 
=5+C 1p. 


Da sin (px) = 0 ist, findet man daher aus Gleichung (61.) 
den gesuchten Wee namlich 


ie aN — COSH, | 
(67.) Zim 3 sin (m@p,) aretg(“—- re a) 2 
x 
Ga aay pis AP); 


Es bleibt noch tibrig, den Wert der Summe fiir z = co 
zu epee ge ergibt ae 


(68.) 2tim a ce (mg,)arcte(~ WOR = ete) 


h=n—1 A=n—1 7 
= = sin(mp,) arctg co == = sin(m@p,). 
A= n= 


Nun ist aber nach Gleichung (62.), 
2sin(mp,) sin( px) = cos(2hpx) — cos(2h + 2)px, 
folglich erhalt man fiir h = 0, 1, 2,...n—1 
24* 


se 


dsin( pr) nae i cos(2pz), eeete S 
2sin( pz) sin(mp) = = cos (2pm) — Scirdjee Ee 
2 a ue sna == yc — cos (Gp), . 


2sin( pa) sin (mn—1) = eason — ne = ‘cos@npz) one — 


“= cos(2n—2)px—cos(mn) 


= cos(2n.— 2px —(—1y". =i 2 
Deck Addition dieser Gleichungen findet man te = 


2sin(pa) = sin(mgy) = 1—(— 1y", 


oder, da ay px) 5 ist, 


h=n—1 . Sot eS 1p" 
(69.) =, eS ~ ~Osin( px) 


Deshalb ou Gleichung (68.) tiber in aes 


(70.) 2lim = > sin(mp,)arete(=— . ed 
r 


ses 


~ Qsin( pz) Do Cath 


womit der letzte der vier zu bestimmenden Grenzwerte ge- 


funden ist. Beriicksichtigt man also die Gleichungen (52.), 
(57.), (67)) ao so folgt aus Gleichung (61.) 


*9 
(71, I Se te 


Sha = LU oeien) es (px) ij +e 1p] = sin wt 
oder das gesuchte Integral 
“4 <td x 
2. oe ss 
fe J 1l+z2 sin( pz) 


Aufgabe 6%). Ke soll das Integral 
fase (w+ — x)dx ; 


l—a2z 
berechnen, wenn weds O<p< is 1 ist. 


*) Der Anfanger darf die Behandlung dieser Aufgabe ibergehen. 


hnung der Werte von einigen bestimmten Integralen, 378 


a 
Auflésung. Unter der Voraussetzung, daB auch hier 
p eine rationale Zahl ist, darf man wieder _ a 
a 3. : => —— = ‘ bare 
3 ag i tose ale AnD ™m we 
setzen, wobei m < 2n ist, und m und n positive ganze Zahlen : : 
sind. Dann sei wieder ae 
x= 2, also dx = 2n2”—\dz, gr — gah, Pe : 
also | . ag 
1 1 , , ge: 
er a Pa Inlet — gin —l dz ie 
Jee OLS soiree sale’ lracaeraa ear areas i 
0 ( 


Jetzt steht wieder unter ae Integralzeichen eine echt 


gebrochene rationale Ponktion ” fle ot die man mit Hilfe der 
Partialbruchzerlegung integrieren kann. Die Wurzeln der 


Gleichung 2°” = 1 sind 
rg fir. == Ol, O52. ns — 1 
deshalb wird 
Dieiawenh en = Srey ee a Aye 
f(z) 1— 2°" k=O) | 2 — 2 
Da 2,7" = 1 ist, wird dabei 


Q(Zr) 2,7 se Ze. 


1 ssc OW = OH Mia STOO Ss SRM RGA eS 
oder, wenn man der Kiirze wegen 
(75.) os = 9, also 2, = ePat 
setzt, Ze 
G, + Hy = — (een? — e-™9n') = — Qisin(m@p,). 
Dies gibt 
Qn(e—1 {ae g2n—m—1) or A=2n—1 gin (mp,) 
ee meee RET Bae — og 


Da Zahler und Nenner des Bruches auf der linken 
Seite dieser Gleichung den gemeinsamen Faktor 1 — 2* 
haben, verschwinden auf der rechten Seite dieser Gleichung 
die Partialbriiche fiir h = 0 undh=vn. Dabei ist z=+1 


Gnd ee 
-dadurch herbeigeftrt, dab 


_ On—A)ni 
(77.) Se e@ ; = : 
ist, dal also ee 
(77 a.) a= COSG, Ex ae and = = = cos 
konjugiert komplexe Gréfen sind. | -Deshalb wird - 


— spied — anmra (2, pa ae aes 
, ema SY 2 Oo Sanh: = = Ze, 


= : ‘isin Da Seas a 
sin(mp,) &@ = ceeya ce ce = 
und Gleichung (76.) geht tiber in = 


Qn(2% — z%-m—1) =a—t sili Jane = ESS 


(8) pe Sear 
Setzt man SSS a2 ees : 


z— cosg, = tsing,;, 


: sing, . dz eo (edt SS = 

Je=enoitanm, fen ee 
Deshalb findet man, indem man beide Seiten der Glei- 

chung: (78.) mit dz Se und dann InLegriCrG : 


— g2n—m—1 =n ars 1 
(79.) / elias =o sin(mg,)arote(—— 2a) 
0 


1 — 2° p=) SIND, 


so wird 


nani 1—cosg, . 
eS = sIn(MP,p) [are te( eas )+ arctg(ete@ a] : 


Zur Vereinfachung dieses Ausdruckes setze man 


: 1 — cosy, . 
(80.) are te( ag. ) =a und arctg(ctgg,) = 2, 
dann wird 

1 — 1 — cosg, g 
tga, = Se Post ee ). also. a, = 


x : 
tg Bs = ctgg, = g(Z— 9a): also 2, = s— Da: 


I q 
C+ b= GZ = 


2 
folglich wird 


gn — 2n—m—1 aS 
ey ee ae (@— on sinompy 


<9 < 9 
Zur Berechnung der rechten Seite beachte man, daB 


men = a = ape So Coded ee 

ist, und daf deshalb- 

e,, 2sin( px) nips) = = 2sin( 3) sin ae ; 
= cos(2h — 1) px — cos(2h + 1)px fe 


wird. Dies gibt fir h=1, 2, 3,. --(n— 1) ; 
3 2a — $)sin( px)sin(mg,) = (x: a= *) [cos ( px) — cos(3pz)], 


Qa _ g)sin( Dans). = (x — =i cos (3px) — cos (5px)|, ae 


2(x — gz)sin( px)sin(mg@s) = (= _: =) [cos(5px) — cos(7pz)], 
2(% — Pp—1)sin ae sin (mpp,—1) 
=(«— a) [cos(2n — 3)px — cos(2n — 1)pz]. 
Durch Summation folgt hieraus 
h=n—1 xe 
(83.) 2sin(px) = (x — py) Sin(mp,) = 


mn 2=” 
= 2co0s{ px) — — no cos(2h — 1)pz, 

wobei jetzt nur noch die einfachere rechts sgeanende Summe 
zu berechnen ist. Aus 

2sin( px) cos(2h — I)pz : = sin(2hpx) — sin (2h — 2)pz, 
ergibt sich 

2sin(px)cos( px) = sin(2pz), 

2sin( pz) cos(8pz) = sin(4px) — sin(2p2), 

2sin (px) cos(5px) = sin(6px) — sin(4pz), 

2sin( pm) cos(2n — 1)px = sin(2npx) — sin(2n — 2)pz, 
folglich wird, da sin(2npx) = sin(mx) = 0 ist, 


hn A=n 

2Qsin( px) S cos(2h—1)px=0, also auch ai ae == (), 
A=L A= 

da sin(px) =0 ist. Gleichung (83.) geht daher tiber in 


* 
Tea 
» 4 


: ane 


2sin(pa) = \e—oaining) = reinipn, ; 
oder 
85.) 2" = (x — 94) ining) = xotg( ps). 


Deshalb findet man aus ee G1) und my es : 


< f Qnler— — gin—m—l)de (oot - —2 ode 
(86.) / Seco Cea eee Se ae rete 3 
0 ee . 
§ 65. 


Darstellung der Funktionen tga, cig 


aS und ie durch unendliche Partialbruch- Reihen. 


sinx COs v 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 198 bis 201.) 


Die im vorigen Paragraphen zuletzt gefundene Formel — 


(1.) [PSS = actatom fir: O<p <a 


1—z 
0 . 
kann man zur Herleitung einer bemerkenswerten Reihen- 


entwickelung der Funktionen tgz, ctgz, — = und a3 xe 


benutzen. Bekanntlich ist 
l+a+a%4+...+g71= 


1—2” 
1—z 


! 


oder 


pol tatatte. Pee See 5 


= ee 
also 
eel —_ gr? 
(2.) 1 ee ee (a?) —ar-#) -b (oP a 2) + (git ge) 
x”"(xP—! — xP) 
ee Ree 
Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit 
dx und integriert zwischen den Grenzen 0 und 1, so er- 
halt man mit Rticksicht auf Gleichung (1.) 


+... 4b (grte—2 _ Pl) 4 


«8 65. ialbruchzerlegu ng roineae cea 


-— xcig(pa) = (2-22) 4 (22 on (2 an ey 


ltp 2—p/"\Q+p  3—p. 
Be er OG 
easton (6 el eee =) Cie a») 
wobei = aS oe Be wks 
ae : ~/eqare 


ist. Da0O<p<+1 Mist. darf man zur Berechnung von R 
wieder 
6) "p= 5) also Inp = 

5 Pi 3,1. Bls0 np = 
setzen, wobei m < 2n, und m und n positive ganze Zahlen 
sind. Sodann sei wieder . 
(Oe "also. a == Dns ds, Pe oO Pe 
dies gibt 


1 
genr(ge—l al geal) dz 
(7.) R => Qn SS oe (ee ee ee 


0 
Die Funktion f(z) unter dem Integralzeichen kann 


man schreiben: 
genv+m—1 (1 cal gin—am) 


fle) = — 7 

Danach muf man jetzt zwei Fille unterscheiden, je 
nachdem m gréSer oder kleiner als m ist. Im ersten Falle 
(n>m) wird die Funktion f(z), wenn man Zahler und 
Nenner durch 1 — 2° dividiert, 

ees vate + 22 + 2 +... -+ EAE BD 

(8.) f(z) cee, ope 1 =f 22 re 2 = ae - ob gen—2 
und daraus ergibt sich, daf f(z) fiir alle Werte von z zZWwi- 
schen 0 und 1 gleich oder gréfer ist als Null. Dabei ist 
14+22+2+.--. - 4 22n—2m—2 = n—m, 14+22+24+.. +2? a—2 1; 
folglich wird 


= 


= 
= 


of 
- 


i 


beliobig-klein. Shs ae ieee 


1 
15. 5 eee 
(15.) ctgax = ( 


filed. 


oo 


also — ; Soe SN = 
10). O<R = 2n (vs —m) foment 


Fir haietthentt rote Werte von -e ) wird daher_ f 
Sas 


Im zweiten Falle (n =< m) oe 


ee ee 5 1) RS * : ¥ =< aie oS 


__ genrt2n—mA(] ee 2 35 ae “Es gota) = : 
, 1-epAape - oe = 
faa daraus aut sich, dak in diesem Falle fle) fiir alla’ 


Werte von z zwischen 0 und 1 gleich oder kleiner ist. = 
Null. -Dabei wird 


(12.) C= f(@) => — (mM — — 


= 


3 folglich ist 


2n(m—n) 
~ Oniy-+1)—m 
Also auch in diesem Falle wird der absolute Betrag 
von & beliebig klein fiir hinreichend grofe Werte von . 
Man darf daher das Restglied R in Gleichung (3.) vernach- 
lassigen, wenn man v ins Unbegrenzte wachsen lait; es wird 
also fiir rationale Werte von p | 


(at) xetg(na) = 5 (5 45) (gpa cp) 


1 
B—p B+ » 
Dies gibt, wenn man pz gleich = setzt, 


iL : 
(13.) 0O> R> —2n(m — n) [22422 —-I1Gz = 
0 Noe 


soa Ste ee 
(ee ee 


x 
und wenn man pa = Qq7% setzt, 


’ 08) ee = - 


i Ae eee 
Mee re) mar ae 
rpc Bees . 
et ae =e $5 
Da p zwischen 0 und 1 liegt, so gilt Gleichung (15.) 
zunachst nur fiir Werte von x zwischen 0 und x. Ver- 
- tauscht man aber x mit z+ 2, so hat die linke Seite der 


_ Gleichung wieder den Wert ctgz, wahrend sich auf der 
_ rechten Seite nur die Reihenfolge der Glieder andert. Des- 


halb gilt Gleichung (15.) fiir alle endlichen Werte von x 
mit Ausnahme der Werte 0, + x, + 2m, + 3z,.... 

In dhnlicher Weise kann man zeigen, da8 Gleichung 
(16.) fiir alle peo cion pet von x gilt mit Ausnahme 


der Werte ve 9? +=, +%,.. 


Aus der cen, Formel 


1 OO 1 ima 
= 0-0 OO 


folgt Ee ann we 


i) = 4+ x—2x ~ 343) oe sz¥3) 


+ (52-37 ive meres 


und wenn man z mit 5 ae. 


(18,) En Ce ti) & in = 
fe is ae ee 
Die Gleichungen (15.) bis oe geben fiir die transzen- 
1 

denten Funktionen ctgz, tgz, => oop eine Darstellung 
durch unendliche Partialbruch-Reihen, die der Partialbruch- 
zerlegung bei den gebrochenen rationalen Funktionen 
analog ist. 


a 


§ 66. 


Darstellung der Koeffizienten einer = thereat ri 
See oder Fourtierschen Reihe. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 202 und 208.) 


Sind die beiden positiven ganzen Zahlen m und > 
voneinander verschieden, so wird : : 
2 PN 7 a 
(1.) feosim — nye. dx = press fain Gn = ne), = 0,1 
0 =e 7 a 
: 7 1 —- aes. = ise se 
(2.) feostm + fe ae a isin (fe + n)x), 0); 
0 
Beachtet man die beiden bekannten Formeln 


(3.) 


so findet man durch Addition und Subtraktion der Glei- 
chungen (1.) und (2.) fiir m =n 


cos(a — b) = cosa cosb + sinasinb, 
cos(a + 6) = cosa cosb — sina sinb, 


(4.) [oon cos(nz)dx = 0, 
0 


(b.) font sin(na\dx = 0. 
5 : 


S 


aS Dagegen geht Gleichung (1.) fiir m =m tber in 
‘ (La.) Scos(m — nj . dx = Jax = x, 
0 0 


wiahrend Gleichung (2.) auch noch fiir m =n richtig bleibt; 
folglich wird fiir m=n>1 


(6.) foosteay cos(nx)dx = f{cos*(najda = =f 


0 0 


7 4 
~ 


fsintma) sin(na)dx = Jsin®(nx)dx = 


— 
=~] 
oy 


bo) 


0 0 


isco came ier: Petes der Fourier schen Reihe, ast 


__ -Diese Formeln kann man zur Berechnung Hes zu- 


_ nachst noch unbekannten Koeffizienten a, a, %, az, - 
der trigonometrischen Reihe 
(8) f(x) = 40 + a,cosx+ agcos(Qx)+--. ++ Sets +-- 
benutzen, wenn man weif, daS sich die Funktion f(z) fiir 
Werte von x zwischen 0 und z in eine solche Reihe ent- 
wickeln lift, und daf die Reihe gleichmaSig konvergent ist. 
Multipliziert man namlich Gleichung (8.) mit dz und 
integriert auf beiden Seiten zwischen den Grenzen 0 und 
_ a, so erhélt man, da die Reihe gleichmafig konvergent ist 
und deshalb gliedweise integriert werden darf, 


(9.) freoax = 5 faz a > oder a= = fraae, 
0 0 0 


4 : 
denn Jcos(na)dax verschwindet fiir m>0O. Multipliziert man 


beide Seiten der Gleichung (8.) mit cos(nx)dx und integriert 
zwischen den Grenzen 0 und 2, so erhalt man mit Riick- 
sicht auf die Gleichungen (4.) und (6.) 


(10.) fre cos(na)dx = anfcos'(na)az an ae 
oder : : 


(10 a.) Py = fre cos (nx)dx. 
0 


Betrachtet man auch Werte von a, die auBerhalb des 
Intervalles von 0 bis a liegen, so erkennt man, daf f(z) 
eine gerade Funktion ist, die sich nicht andert, wenn man 
az mit — zx oder mit 2x — x vertauscht, d. h. es ist 
(11,) f(2x — x) = f(— 2) = f(@); 3 
deshalb findet man aus Gleichung (9.) und (10a.), indem 
man die Integrations-Verinderliche ¢ nennt und dann 
t = 2x — = setzt, 


m a 2 
(12.) a = = frat =— 5 fon —x)dx = = |fene, 
0 2x na 


as) oe fre eosin = 


== fa Jeos(na)de; = 


folglich Sethe sick durch Kae der choc = 
und (12.), bezw. ot ace ees ) und Use 


(14,) = ft, dp = — fe contain. 


Wei8 man, daB sich f(x) in sine e gleichmalig ‘conve - 
gente Reihe von der Form = 


(15.) f(v) = b:sinw + besin (2x) + -- <s b, nsin(nz) + -- 
entwickeln JaBt, solange a zwischen den Grenzen 0 und a 
liegt, so darf die Reihe gliedweise integriert werden, und 
man erhilt mit Riicksicht auf die Sehaneee (6.) und te 


z 


: (16.) fr (ac) sin(na)da = = Oe ape Og 33 ze 
_. oder : = 
(16a.) if (x)sin(nax)dzx. 


In diesem Falle as man f(z) als eine ungerade Funk- 
tion betrachten, die nur a wechselt, wenn man x 
mit — a oder mit 2x — a vertauscht, d.h. es ist 
(17.) (2x — x) = f(— 2) = — f(z). = 
Deshalb findet man aus Gleichung (16a.), indem man 


die Integrations-Veranderliche ¢ nennt und dann t = 2a — x 
setzt, 


(18.) tos es ff (t) sin(nf)dt = — fr (x) sin(nx)dx 
0) 22 : 


= 5 fre) sin(nx)da, 


also durch Addition zu Gleichung (16a.) 


: ae 22 
on = ise ff sin(na)dr. 


WeiS man eden: ‘dab sich f(z) in eine gleichmaBig 
__ konvergente Reihe von der Form 
- (20), f(z) = $4 + acosx + apcos(2x) + -. 

‘ an + bsinz + bysin(2z) +... 
Bricker lat, solange x zwischen den aaa he O und 22 
liegt, ig fitte mit , Riicksicht darauf, as 


; ro Q1 )4 3. isin(n-}-nye--sinfm—n)e}dz = = fintma)coxnaz = ak 


ist, Berard ob m und n Saoiieiee verschieden sind 
oder’ nicht, 


22 
(22.)' an = — Lf cos(nx)dx, by = a fre sin(nx)dzx. 
v 
Dies eiht den Satz: In jeder trigonometrischen Rethe 


$40 +S [ap cos(nx) + b,sin(nz)], 


welche in dem Intervalle von 0 bis 2x gleichmiifig konver- 
gent ist und dort ene Funktion von f(x) darstellt, haben 
die Koc [hetenten. a, und b, die Werte 


= fe \cos(nax)dx, bs = a 


Aus ise bekannten Didelincen 
cos(x + 2x) = cosz, sin(a + 22) = sina, 
ey + ee = asians rea + 42) = as 
aribh: SB. dab eine ealeke, im taoeraiia von 0 bis 2x 
gleich miSig konvergente trigonometrische Reihe auch fir 
alle Werte von & pleminalis konvergent ist und ihren Wert 
nicht andert, wenn man die Veriinderliche x um ein Viel- 
faches von 2a vermehrt oder vermindert, d. h. die Werte 
der Funktion f(z), welche fiir alle Werte von x durch die 
Reihe erklart ist, wiederholen sich periodisch. Deshalb nennt 
man solche Reihen auch ,,periodische Reihen“ und benutzt 
sie zur Darstellung solcher Vorgiinge, die sich periodisch 


“= 
‘te A 


384 § 66. Darstellung der Koeffizienten der Fourier sck 


schinen usw. 


Dabei ist es nicht erfondestels dal die Dericda gerade : a 


2 2x ist. Indem man x mit — be Sak ae geht Gleichung = : 


(20.) tiber in 
(23.) f(a) = 4a + a, cos CE) + a2cos e a 


Die Gleichungen (14,) aa (19.) ee dann iiber in 


(24.) a= s = = = fr x) cos (7 )ae, 


(25.) =— fre ee sin( (222)ao, 


Dadurch ane man es, dafi die Periode gleich e. 


wird. Auch den Beginn der Poriod e, die sogenannte ,, Phasen- 
Konstante“, kann man noch beliebig festsetzen. Soll nam- 
lich die Periode nicht mit x gleich Null, sondern mit x 
gleich a beginnen und das Intervall von a bis 6 umfassen, 
2a(@ — a) 


so vertausche man in Gleichung 20.) x mit "Ease 


Dadurch erhalt man 


(26.) f(z) = $a) + a cos( 2) 4 ancos(5 = —)) +. 


ney sin(*- — 2) 4 ere —— Nn. 


Diese Gleichung geht aber dadurch, ae man die Y- 
Achse um die Strecke a parallel zu sich selbst verschiebt 
und 6—a gleich ¢ setzt, wieder in die Gleichung (23.) 
iiber. Durch eine Verschiebung der Koordinaten-Achsen 
wird man hiufig eine Vereinfachung der eghopatecnsy 
Reihe erreichen. 

Kine solche Vereinfachung der trigonometrischen Reihe 
tritt z. B. ein, wenn die Funktion f(z) eine gerade oder eine 
ungerade Funktion ist; denn es gelten die folgenden Sitze: 


wiederholen, wie z. B. bei Dampfmaschinen, Dynamo-Ma- a 


i a 


1. Ist f(a) eine gerade Funktion, ist also 
f—2)=+f@), 
so findet man aus Gleichung (20.) oder (23.), daf in diesem 
Falle die Koeffizienten b,, bz, b3,... siémtlich gleich Null 


sind. Deshalb wird unter dieser Voraussetzung 


» 27.) ‘F@) = Yao + a1c08(-2") + a2 cos(**” erie 


2. Ist dagegen f(x) eine Beh abpes Funktion, ist also 
80 inde man aus Gleichung (20.) oder (23.), daf in diesem 
Falle die Koeffizienten ao, a, d2,... stimtlich gleich Null 
sind. Deshalb wird unter dieser iaosmuseniig 


(28) f(x) = b; sin (=) + besin (= 


Die trigonometrischen Reihen werden auch Fouriersche 
Reihen genannt, weil Fourier in seiner ,Théorie analytique 
de la chaleur“ zuerst die Behauptung aufgestellt hat, daf 
sich jede, in einem bestimmten Intervalle von a bis 6 will- 
kirlich gegebene, eindeutige Funktion durch eine solche 
Entwickelung darstellen laBt; und zwar ist es dabei sogar 
noch zulassig, daf die willkiirlich gegebene Funktion an 
einzelnen Stellen des betrachteten Intervalls von a bis } 
sich sprungweise andert, und daf die dazwischen liegenden, 
stetig verlaufenden Stiicke, geometrisch dargestellt, ver- 
schiedenartigen Kurven angehoren, wenn nur die Integrale 


i (a)dz , freon dz, fronin =") 


berechnet werden kénnen. Das wird z. B. der Fall sein, 
wenn die Funktion f(z) aus Stiicken besteht, von denen 
sich jedes als eine ganze rationale Funktion von x dar- 
stellen JaBt. 

Bei dem elementaren Charakter des Buches mége die 
strenge Untersuchung der Bedingungen, unter denen sich 
die verschiedenen analytischen Gesetze der einzelnen Stiicke 
durch die trigonometrische Reihe als ein einziges zusammen- 
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fassen lassen, tibergangen werden. ‘Dagegen mége fiir die 
Anwendungen der Weg eingeschlagen werden, daft gunachst _ 
fiir die willkiirlich erklarte Funktion die Koeffizienten 


Oy, Cin Oya ‘and by, be, 'b3,-- a 
nach den Gleichungen (22.), bezw. nach den Sisehuoes 


- (24) und (25.) berechnet werden, und daf man dann prift, 


ob die auf diese Weise erhaltene Reihe konvergent ist. 


Dabei werden die Formeln Nr. 126 und 127 der Differen- — 
tial-Rechnung (12. Auflage) haufig gute Dienste leisten. _ 


Nach diesen Formeln gelten die folgenden Satze: 


1. Wenn die Gripen ao, a1, a, as, . . positiv sind und, 


bestindig abnehmend, die Null zur Grense haben, so 1st die — 


Rethe” | 
4ao + a, cosx + az cos(2x) + a3 cos(3x) +--- 


aes fir alle Werte von x, welche von 0, + 2x, 
= 4zx,... verschieden sind; und die Rethe 

4a — a, cosz + az cos(2x) — agcos(3x) + — 
ist ee fiir alle Werte von x, welche von + x, +32, 
+ 5a,... verschieden sind. 


2. Wenn die Grifen b, be, bg,... positiv_ sind und, 
bestiindig abnehmend, die Null zur Grenze haben, so sind 


die Rethen 


b, sina + 62 sin(2x) + 63 sin(Bx) + 03 sin(4x) + --- 
und 
6; sinz — 6, sin(2x) + bg sin(3x) — bg sin(4ax) + —- 
fiir alle Werte von x konvergent. — 


SchlieBlich wird man dann-noch untersuchen miissen, 
ob eine so gefundene konvergente Reihenentwickelung 
willkiirlich erklarte Funktion fiir die betrachteten Werte 
von x auch wirklich darstellt. Zu diesem Zwecke wird es 
in den meisten Fallen geniigen, diejenige Kurve punktweise 
zu konstruieren, die man erhalt, wenn man von der unend- 


, lichen Reihe nur eine beschriankte Anzahl von Gliedern 


beriicksichtigt. 


Wie das gemeint ist, mégen die Beispiele in dem fol- 
genden Paragraphen zeigen. 


ae $67. 3 
eases | Ubungs-Beispiele. i, 
__—s Aufgabe 1. Die zu entwickelnde Funktion entspreche 
einer Kurve, zusammengesetzt aus den Geraden (Fig. 114) 

(1) ae y=-+a fir ake bisx=k+ 4c, 


eee sig SEEN TRE ree SNe: 
wo k alle ganzzahligen Werte annehmen soll. 


Fig. 114. 


4 


_ Auflésung. Da in diesem Falle f(x) eine ungerade 
Funktion ist, so hat sie die Form 


ff 2H ae fe . {6x 
2.) fa@= bsin(—— a bysin(“*) + bysin(-~ doses 
wobei nach Formel Nr. 203 der Tabelle 


2. 
of. f2nxx Qn 
(8.) bn == fasin( 3 dx ee 5 fee dx 
0 


wird. Setzt man hierbei noch 


z—s=t, also a= 5 +t, 


so erhalt man 
(4,) sin C "a2) = sin( sin( nx +- ant) 


— sin(nz}cos(~-™) + cos(nz) sin(™) 


; n 
= (— 1)*sin () 


und deshalb 


25* 


iS 


| 6), fat “a = e fe Se ES == = S 
2 | (=¢ 1) pal 3 


folglich wird — ae | = eS 4 
2a ? | Qnaxr ae = ee 
6) b= Mf — (ap sin in( de 
Qa Se Onaga = 
alee ee oe 
= | es . : 
sos [1 —(— 1” ] [1 — cos(nz)]. : 
Dies gibt 3 a 
= Seas _ a+ na ee ee 
(4) s Paa ee att = Qatbxz  (a+1)x 
also = 


“(nx 


4a = 10x2 
8) fee) = sin) + 55 (S22) 4} sin( 0% ++] 
Da die Koeffizienten 1, 4, 4, 4,..., bestandig ab- 


3? 5) FT? 
nehmend, die Null zur Grenze haben, so ist die Reihe kon- 
vergent. Konstruiert man die Kurve punktweise, indem 
man zuerst nur 8, dann 4, 5, 6 usw. Glieder der Reihe be- 
riicksichtigt, so findet man, daf sich die Kurve der in 
Figur 114 gezeichneten gebrochenen Linie immer mehr 
nahert. Setzt man z. B. 


¢= 64, =%=12, also a= 32=— 9495, 
A 4 , 


so findet man, wenn man 6 Glieder der Reihe beriick- 
sehtigh 


Weiter beanent man die Tabelle nicht fociestaen, 


da in dem Intervalle von 2=16 bis x= 32 dieselben 


Werte von f(z) in entgegengesetzter Reihenfolge Mag iste 
kehren. Ferner ist 
— f@4—2) = fa) = — fa: 

deshalb erhilt f(a) in dem Intervalle von x = 32 bis x = (54, 
abgesehen vom Vorzeichen, dieselben Werte wie in dem 
Intervalle von «=0 bis 2 = 82. Uber den Verlauf der 
Kurve bei Beriicksichtigung von 6 Gliedern der Reihe gibt 
Figur 115 AufschluB. 


Fig. 116. 


Verschiebt man in der vorstehenden Aufgabe die 


Y-Achse paraliel mit sich selbst um die Strecke oe 
setzt man also 
x= a+ i ' 
so wird die Y-Achse Symmetrie-Achse, und die Funktion 
e 
fia) = (2 +4) 


wird eine gerade Funktion von 2’, die man auf die Form 


090) («+ $) 
= $4 + axcos(22") + a, COS Vs aycos(= roe 


bringen kann. Dabei ist 


| 2: op “Be oe a ie ee 
—— saree ere 4 ‘ 


st ney, | os a = “ 


m| 2 
i 


aoe 


seco ey ee=t} 


arnaey Gee sin F 2) ; 
i + sin(2mz) — sin (37)) 
folglich wird 


=a | 

(12,) } a+ = Se its tee cs ae ae (— 1 ah Gaec. 9 
ae. ie 4a 
OI Gat De 

Dies gibt 
(18,) fle) = f(# + a 
270" se 6224 10xx‘ 
= [0s —_——- J —_ — 8 3 )- + oe | : 


Dieses hs: ae man auch unmittelbar aus Glei- 
chung (8.) finden kénnen, denn es ist 


Be ase ay 
ee y sin (1082 + = ee =: 
nn SEE tg) oe) 
, 2 SP ee eS ee 1.<8ke “le 


‘Aufgabe 2. Die zu entwickelnde Funktion entspreche 
einer Kurve (vergl. Fig. 116), zusammengesetzt aus den 


geraden Linien he 
y = + mx | fiir —; =rat+ 7: 

c c 3e 

y = —m( —5) no by StS 7 

05, Oa Be 
\ hee ee AN art yn byststq 
3c 5 Te 

Weil hg Ge Me: +yststrq 


Auflésung. Auch in diesem Falle ist f(x) eine un- 
gerade Funktion, so daS man wieder erhalt 


y EAT geh 
T(x) <= by sin(™” + bosin (= te besin( =) f+, 


wobei nach Formel Nr. 203 der Tabelle 


Seizi: man jeizt= =. == 4 eee 
m—5=t und 2—e=w,— : = 
so wird : Se 


3 a8 sin(222) = sin( “2 32 nx) . ax : 3 = — : : § 3 
| a = = sin(“™) eosin) + rn) sin(nzx)_ = 
ee | ang 2 (Qn are : = 
3 und. ao ac meee Zz : : eur 4 
( , MO neem) ay 


also sos : 
Seay 


oe Ss of ae 
fen 8a 


dx 


as) 3, = | be 


c 
np 


=~ cu [1 — (— 1} at 


~ 


eae 
4 


Sotho 1)*]- -= =— ener) 


Qnxx\) 4 
+7 oe sin( c )| 


i if ha 


is 67. FF urier sche Reihen; Ubungs-Beispiele. 


a Bote 


“folglich wird ie 
4m 2c? Qa + 1)x 
ge baie gare ce ao 
. es 1 a mc 
pe Sas pees 
Dies gibt : 
fr a a 


as) m=, ea 
also } 
(19.) pe sin(22 ee sein(S2)4 J 41 n(o2)— -] 


Da die nes 


2mce 
Gut bem +b oeeer 


aoe sta tagt 


-konvergent ist, so Pee auch die Reihe in Gleichung 
(19.). Konstruiert man die Kurve punktweise, indem man 
zuerst nur die ersten 3, dann 4, 5, 6 usw. Glieder beriick- 
sichtigt, so sieht man, da sich die Kurve der in Figur 116 
gezeichneten gebrochenen Linie immer mehr niihert. Setzt 
man z. B. 


ie: 2me 3x? 


e= 64, —, =12, also m=- {5 = 0,925 275, 
x 32 


so findet man, wenn man 6 Glieder der Reihe beriick- 


ese : = 


Auch hier braucht man die Tabelle nicht weiter fort- 
zusetzen, da in dem dntervalle von x = 16 bis x = 82 die- 
selben Werte von f(z) in entgegengesetzter Reihenfolge 
wiederkehren, und da f(x) in dem Intervalle von xz = 32 
bis 2 = 64, abgesehen vom Vorzeichen, dieselben Werte 
hat wie in dem Intervalle von « = 0 bis x = 32. 


hss 7 


Ue eal Ret a ee 
yy ak TES ete 


gebrochenen Linie sind so gering, da sie in einer*Figur — 


Die Abweichungen der. Kee, bei ‘Borde sichtigung 
der ersten 6 Glieder von der in Figur | 116_ -gezeichneten 


ve 


im MaBstabe der anderen Figuren kaum zum Ausdruck ge- > 4 


bracht werden kénnen. Dem Leser wird -empfohlen, bei | 


diesem oder auch bei den anderen Beispielen die aufein- 
ander folgenden Naherungskurven zu zeichnen, die man 
erhilt, wenn man die Reihe nach dem Lhe) aes Sasa oe 
Gliede abbricht. “one ¢ 


~~ 


"i 
4 


Verschiebt man auch in dieser Aufgabe die Y- Achse “ 


parallel mit sich selbst um die Strecke ©, setzt man also 


as 4 
a +5) 
so wird die Y-Achse Symmetrie-Achse, und die Funktion” 
fe) = fle +5) 

wird wieder eine gerade Funktion von 2’, die man auf die 
Form 

4 / 
(20.) f(a’ + Z) = da + a, cos =) ++ az cos(“2*) 

+ ascos(“™") 4 see 


bringen kann. Aus den Gleichungen (14.) folgt dabei un- 
mittelbar, da 


2 (+5) fom) +h) 
Soo( 4] 


Aufgabe 3. Es sei die Kurve (vergl. Fig. 117), die der © 


zu entwickelnden Funktion entspricht, aus den geraden Linien 


ss c ‘C 
y = mx fiir 9 S2 S45) 
(22.) c 3e 
y=m«e—e) ,» +5 53%¢2+ =; 
. 2 2 
zusammen gesetzt. 


Auflésung. Da die Funktion sick eine ungerade ist, 
so wird 


. rc) a OF Ss 2) “() . 
: me Dabei ist nach a pe Nr. 203 der Tabelle 
4) hy ffs in OO tb, 

ae o ¥ 


Fig. 117. 


A 
oder, weil die tele die Periode c ie 


b, = si 2) = > fa ae da 
a3 
Ee Qm NIX ce NIX +e 
age. [see 08 C= ae Favs be sin ee 


eee 


also 
2 2 ‘ 
(25.) N= |- ie ae eos(nx) — iz cos (nz)| 
; ma — n— isd A 
=— Spa (ye 
Dies gibt 
(26) fiz) — am sin (=); . fear zsin(—2*)—+~] 


Da die Koeffizienten 1, —5 go eS 


abnehmend, die Null zur Grenze haben, so ist die Reihe 
nach dem oben angefiihrten Satze konvergent. Konstruiert 
man die Kurve punktweise, indem man zuerst nur die ersten 
8, dann 4, 5, 6 usw. Glieder beriicksichtigt, so findet man, 
daB sich die Kurve der in Figur 118 gezeichneten gebro- 
chenen Linie immer mehr nahert. Setzt man z. B. 


c = 64, = 12, ‘also m — 97 0,589 049, 


- bestandig 


a ys A 6” a, 


Figur 118 zeigt den Verlauf der Kurve, die trotz der 
Beriicksichtigung der ersten 6 Glieder noch ziemlich starke 
Abweichungen von der gebrochenen Linie in Figur 117 
zeigt, weil die in Gleichung (26.) aufgefiihrte Reihe nur 
schwach konvergiert. 


Aufgabe 4. Die Kurve (Fig. 119), die der zu ent- 
wickelnden Funktion entspricht, sei zusammengesetzt aus 
den Geraden 


roo | 


‘fir — 4 <2 = — 9, 


Caer =f (e+) 1 Bb et = — 8, 
(Q7.) ‘ vate Be ey 


l\y=+5 e— 2) Beg bare +3, 
eee dee aay 


sf : Von da ab kehren dieselben Werte periodisch wieder. 


Die Lange der Periode ist dabei 
(28.) ag as ) 


ee: fee 
Auflésung. In dieser Aufgabe ist f(x) eine gerade 
Funktion. ein wird 


272 4x 
(29.) (2) = 5a + a cos(-*") ++ dz COS (=) 4... 
wre ist nach Formel Nr. 203 der Tabelle 


+46 


= flee = = [fenaz 


airs 


—35 45 
2a 2a / 


= —— dat 3 eae % J? be ee 2b)dar 


—4b “id +6 


pe ey +e BB Bb 


: an = ee cos“ tb dx - 
+ i : ae : 
=F —35 3 
x = os te | “ 
Rear — 5 fora ab tet ferme eee 
: —43 as ee 

4 . - ie eee in aR tp pe | A eh . 

4 Seay ts) 

“ . a Pca? “ ose a 

- . +86 . 


oder wenn man bei den Integralen mit sere Grenzen 


x mit — 2’ vertauscht, 
Fr sen 
fNnx 
od 7 ef 


0 
NUX 
a, = 7 [fom Ca ae )ae! — foos(*2 
+6 
a 
—< foos( “a : 


+36 


+ ae (ES ee fe ol ey 7 
oder a 
(31.) a, = sf [on ya — fo |x 


+36 


~ af — 28) cos("™ 


Zur Ermittelung des Wns Integrals wendet man 
partielle Integration an, indem man 


w= eo —— 2b. Beer de, 


: (33.) a2¢ = 


e MHL : 
du == dz, v= * sin (2 ) . a 


Bes Dadurch erhélt man | : a 
fea 2 da oe 26) sin 5) : . = z 
Ge 8 Ble 

a EA ale os Gs © 0s ere | Ge 

Deshalb wird i < ; 


BGC LoCey) | Ec 


_ vale an) oS ‘ 
= **/, [sin ; o(“*) af in(“")|—= = [si (=e 
. * +E si s in“ | — Se [cos (ee — coa(%*)), 
oder 
(32.) an= 52 c08("5") — cos ae |= ares in “r)sin(“ oY q | 


Dies gibt fiir n = 2a 
16a 
4a? 


sin (S)sin( ax)=0, 


und fiir n = 2«¢+1 


1) oun age spm ips) sin FA) 
) 


also, da 


(2) — «i (F Feet Se sin( 
sin(7) = sin = ya r 


sin(>) — +1, sin{- 


ou sin(F)= Cat as 
== t)-— V5 


ist, 


_8oV2, : 
= — Dat) 

Sve” : ne ‘ 
wos Six e a a 


| Man erhilt also. = =e = a 
(36) ) fla) = ae [co Ce an) | < ta) on 2) 3 a 
1 c(2) 4 2 ses ae cos( 72) 5 wr =), S “je 


Gages ist hierbei, da auf zwei “negative - 
immer zwei positive Glieder folgen. 
Verschiebt man in dieser Aufgabe die Y-Achse pa- 
rallel mit sich um die Strecke « — — 2b, setzt man also 

: =! — 2b - 


fle) = fla’ — 2b) 


eine ungerade Funktion von x‘, die man se die Form — 


(87) fle! —20) = dysin(“=") + basi n(= 


so wird 


+ bs so(%) ose 
bringen kann. Dabei wird, da ¢ = 8d ist, ~ 
— Ee SE Soe 27020" 
C 2 PER I 
(AF 32 =) 
COs = — sin ) 
c ie 
th 
(= —— =) = — LOxx" =r) 
(= =) : (22) 
cos(- ——) = —sin —); 
c 2 ‘r 


folglich geht Gleichung (36.) tiber in 
(88) fle/—20)= Se a{ +5 sin =) 


= SE = (== ss = =e Gs . fl8zx’ 
5 C 49 ae I at Ss =) 


: A . 
eee) 


at 
>, 


Re as 1 

TEs i elaaaae Btbth- pb eee 
eet Ce a 

7 et ee ea is 

ee Sg — 35 i + 8 T jar isi — BF TS TA eh A 


_ giert, so gilt dasselbe von den Reihen in ie Gleichtngen 
(36.) und (38). Konstruiert man die Kurve punktweise 
unter Beriicksichtigung der ersten 6 Glieder, so erhalt man 
eine sehr starke Anniherung an die in Figur 119 gezeich- 
nete gebrochene Linie. Es sei z, B. 


8 2 ad 
as Sep een ieee VB = 10,468 296, 


2V2 


dann findet. man unter Beriicksichtigung .von 6 Gliedern 
der ee 


Die Abweichungen der Kurve bei Beriicksichtigung 
der ersten 6 Glieder von der in Figur 119 gezeichneten 
gebrochenen Linie sind so gering, daB sie in einer Figur 
im Mafstab der anderen Higuren kaum zum Ausdruck ge- 
bracht werden k6énnen. 


§ 68. 


Berechnung bestimmter Integrale bei Anwendung 
-mehrdeutiger Substitutionen. 


é 
Fiihrt man in ein bestimmtes Integral /f(a)dx durch 


die Substitution 

(1,) y = 92) 

eine neue Integrations-Verinderliche y ein, so muff man 

auch die Integrationsgrenzen andern, und zwar ist in dem 
Kiepert, Integral- Rechnung. 26 


Sauiiesenion Falle aie ‘untere Chines: oa) pie die obere 

g(b). Bei der Ausrechnung ist aber noch besondere V Vor-— 

sicht erforderlich, wenn die Gleichung () in bezug auto 
mehrdeutig ist. Ein einfaches Beispiel mége zeigen, wie 

bei solchen mehirdeutigen Substitutionen leicht re ent- 4 

-stehen. — | Aes Aes 
Es ist - ; : ene 


zt - Gee: Se sas 
(2)  fia® — 6x + 18)dx = [fa® — 8224 182] = 48. 
Wendet man die Substitution 
(3.) . 2y = 2? — br + 13 : 
an, so wird y=4 fir e=1 und y=10 fire=7 Da © 
nun Piece 


(4) 2=8+V%y—4, also de=+- dy 


Vaya 
ist, so wird man geneigt sein, entweder es 
7 

* Qydy 
5. [oe —62 + 189d = +f 
CE JV2y—4 
oder rd 

"dy 
6.) fee — 6x + 13)dx = ss 
hie Se 


zu setzen. Tatiuebliot sind aber aio Gleichungen (5.) und * 


(6.) beede unrichtig, wie man schon daraus erkennt, da 
10 


= 2Qyd 
7) * Qydy 

2y — 
ist, wihrend das gesuchte Integral nach Gleichung (2.) den 
Wert 48 hat. 

Zur Lésung des Widerspruches beachte man, daf nach 
Gleichung (4) zu jedem Werte von y zwei Werte von x 
gehéren, von denen der eine, nimlich 
(8) x=3+ V2y—4, 
immer gréfer als 3 ist, wihrend der andere, namlich 


p= tiv t+ Vy ay= $9 


a ae a x=3—VQ ; 
immer kleiner als 3 ist. Diesen ae verschiedenen Werten 
von xz, welche zu demselben Werte von y gehoren, ent- 
sprechen die beiden verschiedenen Werte von dz, und zwar 

_erkennt man aus den Gleichungen (4.), daB den Werten 
von 2, welche grofer als 3 sind, . 


ee ee 


ee. Be 


zugeordnet werden muB, wahrend den Werten von z, welche 


0) ie Ae 


_ kleiner als 3 sind, der Wert 


“ay 
11. AG a ae ee 
(11) | Vig =a 
entspricht. Dieses Verhalten mu bei der Umformung des 
gesuchten Integrals beriicksichtigt werden, weil der Wert 
x= 3 zwischen den Grenzen 1 und 7 liegt, und deshalb 


@ bei der Berechnung des gesuchten Integrals sowohl Werte 


von x vorkommen, welche kleiner als 3 sind, als auch 
solche, welche gréfer als 3 sind, so da8B man nicht durch- 
weg denselben Wert von dx benutzen darf. Man muf viel- 
mehr das gesuchte Integral in zwei andere Integrale zer- 
legen, indem man 


7 8 7 
(12.) fie?—6a+18)dx = fa? —62+413)de + J 2 67413)dx 
1 1 


setzt. Bei dem ersten Integrale auf der rechten Seite 

dieser Gleichung ist x =3, folglich muf man bei diesem 
ay 

Vay =a 

setzen. Bei dem zweiten Integrale ist « = 3, folglich mu 

man dabei 


dz = — 


dy 
dz = + —— 
E V2y—4 
setzen. Danun noch y= 2 wird fir z= 3, so erhalt man 
Be ‘ 2yd ; 2yd 
yay yay 
; 2—6 13)dz = = [-— 
(13.) f(z a + 13)dx Vey —4 J Vey —4 
1 
26% 


fe 2 6x + 18) = ey] (put. = = 


a3 


Durch Addition Bees. beiden Gleicbongen engibt si sich 
= * Qydy P Oydy eS 
: 26 13)dx = 
th fe 2+ 18)de =f et Veet : 
= =i Nun ist nach ao Austohrangen in 8 53 ok = 
- Pe 3. ae 
= (16.) Roa * Qydy eS 
z a ; 5 V2y- —4 eee Vey—4 4 | 2 
=3 gly + ova=3 4) = = 5 [y+ 8)V2y— 4], == 
2 = aoe 
(7) fe ayy _ 2ydy _ 
ay . V 24 — ar ad oe 


cc 22, * 
= 5 lg 8) V2y—4 = glut) V 2y — 
man erhalt also in eee mit See a 


7 
112 


(18.) fe — 6x + 13)dz = = + 4 = 48. 
; 1 rae 
Um die vorstehende Untersuchung auf graphischem 
Wege zu veranschaulichen, sei in Figur 120 die-Kurve ge- 
Fig. 120. zeichnet, welche der Substitu- 
tions- Gleichung 
(19.) -. 2y = a2? — 6a + 13 
entspricht. Fir alle Werte von 
x, welche kleiner als 3 sind, 


fallt die Kurve, folglich ist Je 


fiir diese Werte von x negativ. 
Fir alle Werte von x dagegen, 
welche gréBer als 3 sind, steigt 


x die Kurve, folglich ist as fiir 


s “diese BW ete von 2 Fathi: Deshalb darf man nicht in 
dem ganven fei von x= 1 bis r=7 die GroBe 


mit demselben Sea nehmen; es gilt vielmehr fiir 
alle Werte von z=1 bis x=8 das untere Zeichen und 
fir alle Werte von « = 38 bis x =7 das obere Zeichen. 
4 Aus Figur 120 erkennt man auch leicht, weshalb die 
ae Gleichungen (5.) und (6.) fehlerhaft sind. 

i. Das gesuchte Integral gibt namlich den doppelien 

Flacheninhalt der Figur ie eae denn es ist 


(20.). 2A, B,BA = 2 is = Ve — 6x + 13)dz, 
$ i 4: 1 


wahrend 


_10 
(21,) ier = ais =i — 6x + 13yln = 2C,B, BC 


ae 
10 , —1 
(2) [gists je fi de 
2Qy—4 
4 
+1 
23 — fe — 6x + 13)dx2 = —2D,4,\AD 
St 
sein wiirde. Die doppelte Fliche 4,8,BA erhalt man also 
aus Bes lB nur dadurch, dafi man y von A,A = 4 bis 
V2y—4 


7T,T =2 abnehmen und dann von 77’ = 2 bis B,B = 10 
zunehmen 1aBt. : 


Um den allgemeinen Fall zu behandeln, nehme man 


é 
an, daf in dem Integral Sf [p(x)|dx statt der Integrations- 


Verinderlichen zx durch die Gleichung 
(23.) y = 92) 
die neue Integrations - Verinderliche y substituiert werde. 


J * 
: 
ie . 


Ist dann die Kurve, welche der Gieickeng pentodakt a 
durch die Figur 121 dargestellt, so hat y zwischen. den 


Grenzen a und 0b fir > 
(24) 2=g=0G,, pahe OR a=k= OK, 


Fig. 121. ' Maxima bezw. Minima. 
Es werden also zwi-. 


schen den Grenzen 


jenigen Werte von y, 
welche zwischen den 


und «=g vorkommen, 

-wenigstens teilweise 
wiederkehren. Eben- 
so werden zwischen den Grenzen x=h und «=k die- 
jenigen Werte, welche zwischen den Grenzen x =g und 
x =k vorkommen, wenigstens teilweise wiederkehren. Usw. 
Es haben z. B. die 4 Punkte D, H, F und J, welche in 
den 4 voneinander unterschiedenen Intervallen liegen, 
gleiche Ordinaten y, obgleich die zugehérigen Abszissen x 
voneinander verschieden sind; d. h. die Gleichung (23.) hat, 
wenn man sie nach 2 auflost, fiir den betrachteten Wert 
von y mehrere Wurzeln. In Figur 121 ist zB. die Zahl 
dieser Wurzeln gleich 4. Bezeichnet man diese Wurzeln 
mit wy), wAy), wey), wily), ist also 


(25.) «= w,(y) zwischen den Grenzen x =a und «=g, 
26) z—=wly) 9 5» 5 @=G9 y wah, 
(27.) 2 = w3(y) n. ” n =h , “2=k, 
(28.) x2 = wa(y) 5 . pr 2 ee ate 


so muff’ man dem entsprechend das gesuchte Integral in 4 
Integrale zerlegen, indem man 


29, Mote) —/iteada + fftote)lax 


A b 
+Jflpa)lde + /flo(a)\de 


x=g und #=h die- 


Grenzen x =a= 0A, 


a 


a 


(80) Stole =f -wiyydy, (nach GL. 25) 
ee 
al) Site (a) ~ St. wesay, oA [nach Gl. 26.) 
inn 12" 
(32,) Silgteijae — = JI f(y) . ws'(y)dy, [nach Gl. (27.)] 
ait 
(33.) Sie = St). wa y)dy; [nach Gl. (28.)} 
das fae Sh wird daher | 
9g) gh) 
(34,) Ji (x)]dx = Sty). wi (yay + Jf). ‘(y)dy 
% GA) g(2) 
+ Sty). Ws (yay + Jfe). wa/(y)dy. 
gh 
Beispiel. Macht man bei der pena der Astroide 
(35.) x= acost, y= asin*t 


setzt, Tabor erhalt man nach Einfiihrung der neuen 
ce ee y : 


(vergl. Fig. 84 bei Aufgabe 6 in § 27) den Punkt A mit 
den Koordinaten x=a, y=O zum Anfangspunkte des 
Bogens, so wachst der Bogen gleichzeitig mit t, so daf ds 
und dt stindig gleiches Zeichen haben. Aus den Glei- 
chungen 


(36.) dx=—3acos%sintdt, dy = 3asin*t costdt, 
(87.). ~ ds? = 9a? sint cos*t dt? 
folgt daher 


(38.) . ds = + 8asintcostdt = + 3asint dsinb), 


wobei das Zeichen so zu wiilen ist, dal S positiv wird. 


Den ganzen Umfang der Astroide erhalt man, wenn ¢ alle 
Werte von 0 bis 2” durchliuft. Man muf deshalb das 
Intervall.von 0 bis 2” in vier gleiche Teile zerlegen 
und muf in jedem dieser Teile abwechselnd das positive 


96 68, Dian deities Beinn ae eee ade 


> _ 408 2 69. Messungsmethoden , 


und des negative Vorzeichen nehmen, da 08t | 
ersten und dritten Quadranten gleiches , im zweiten and 
vierten Quadranten dagegen wungleiches Vorzeichen haben. | = 


Dadurch erhalt man fiir den ee eee 


(89) | Te =e saint costdt — sa/sint co costdt - os 
3 32 = Sak z 2 ae tipo i. 

Be 5 2 Qn Terk ae ey q 
+ 2a feint costdt — Saeint costat, aS 2 

Ly ae S ee 

A oder 2 < ae : | 
: Ba Se es eo = 
é : (40) U= a * [sin*t]. Ssi5e 2 [sin*] ee > [sin?¢] Se > a : : 
= es | 


=g0-0-9 2O—D+ GU—0—~FO-1) = 6a, 


= g ¢ 69. . a 
= Messungsmethoden zur Berechnung bestimmter 
Integrale. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 204 und 205.) 
Soll der Flacheninhalt #! = A,B,BA einer ebenen 
Figur berechnet werden, welche oben durch den Kurven- 
bogen AB (Fig. 122) mit der Gleichung 
Fig. 122. (1.) —y¥ =f), 
ny B unten von der X-Achse, 
links und rechts von den 
Ordinaten x =a und 
x = begrenzt wird, so 
kann man 


7] 
(2.) F=A:B, BA =/f(ax)dax 


4, C, D, £, # G, ,B,* niherun gsweise auch 
durch lineare Messungen 
finden. Man braucht dann die Funktion 


(3, F(x) =/fla)dx 


; gar nicht zu aan ja es cache nicht einmal die 
Funktion y = f(z) analytisch bekannt zu sein, sondern die 2 
-Kurve kann irgendwie graphisch - gegeben sein. . sa 

 Teilt man némlich die Strecke A,B, in n gleiche Teile a 

h und legt durch die Teilpunkte Parallele zur Y-Achse, so oe 

wird die Figur in n schmale Streifen zerlegt. Diese Streifen ae 

kann man naherungsweise als Paralleltrapeze betrachten, 


Lae | Ble i 


‘ 


indem man die einzelnen Kurvenbogen durch gerade Linien a 
ersetzt. Dies gibt, wenn man em 
(4) fla)=yo, fat+h=n, fla+2h)=y,. ‘a 
a f(a + nh) = f0) = yn | : 
setzt, - 
(©) AGCA= 5 wo+y), DDC =F + ys), : 


DE, ED = aC + y3),.- -MBiBN = 5 Unt + Yn); 


also 


| pene | 
(6) ABBA = /flajdx = 5 Yo+ 2y1 + 2yo+- +++ 2Yn—1+ Yn) 


= * (fla)-+ Qf (a+ h)+ 2fla+ 2h)+---+ 2f(b—h) + f(b). 


. Je grofer die Anzahl » der Streifen wird, um so ge- 4 
nauer wird das Resultat; wichst » ins Unendliche, so wird 
der gefundene Ausdruck dem gesuchten Integral bezw. dem 
gesuchten Flacheninhalt sogar genau gleich, da das Integral 
als Grenzwert einer solchen Summe fiir limm = oo erklart ist. 


; Beispiel. 
Es ist 


“ax 1 I 
(7.) fi = ore [arctga] =arcig] = re 
0 


Fir n= 8,h == wird in diesem Falle 


f= hlro-+ a) +a Gr +4) +70) 


1 : 
a iat 


oder, da f(z) = i+ 2 


410 § 69. Magna eusteoded zar Berechnu 


128 es Be 128 | 498 198. 128 
“AG 73 7 80 30 + 39 Pea 


eo . 32 Dod pak eo Geet 


“tatitats tet tats 


Nun ist - 
1:4 = 0.25 
32:65 = 0,492 307 69° 
8:17 = 0,470 588 24 
32:73 = 0,438 356 16 


2:5} -=-O4 

32:89 = 0,359 550 56 
8:25 = 0,32 

32: 113 = 0,283 185 84 
42 Oe 82, 01255 


folglich erhalt man néherungsweise : = 
| x = 3,138 988 a 


Der gefundene Wert ist also um 0,002 604 16 kleiner : 


als ee wahre Wert der Zahl 
Sao, 141 592 65. 


Bei dem angegebenen Verfahren ist an die Stelle des 
Kurvenbogens AB ein der Kurve einbeschriebenes Polygon 
getreten.. Man kann mit gleichem Rechte auch ein der 
Kurve umschriebenes Polygon in Betracht ziehen, indem 
man in den Punkten C, EH, G,... (Fig. 122) an die Kurve 
Tangenten legt und z. B. die beiden Streifen 4,;C,CA und 

Fig. 193. C,:D,DC durch das _ Paralleltrapez 
A,D,D‘A‘ (Fig. 123) ersetzt. _Dabei wird 
(8) A1:A4/+ DD! = 20,C = 2f(a + h), 
also 
(9.) A,D,D‘A! = 2h. f(a +h). 

Ebenso findet man fiir die beiden 
folgenden Streifen den Na&herungs- 
wert 


(10.) 2h . f(a + 3h), 


oo a 
- eo 
ee § os Ra 

wf _ 
"ao 

: 


eine gerade ist — sie heife jetzt 2n —, findet man daher 


3 ¢ fiir den Flacheninhalt der ganzen Figur ‘ag Naherungswert 
CL) F = 2h[ f(a + h) + fa + 3h) +--- + (0 —h) 


= hy, + Ys + Yo +--+ + Yon), 


wo wieder 
fa+h=m, fat 3h)=ys, fa+ dh) = ys. 
ps fla Se idee 1)h] = (6 —h) = Yona 
gesetzt ist. 


Za bemerken ist dabei, da8 die Tangenten in den 
Punkten C und # (Fig. 122) die Ordinate D,D im allge- 
meinen nicht genau in demselben Punkte D’ treffen wer- 
den, so da die Figur, deren Flicheninhalt durch Gleichung 
(11.) berechnet worden ist, von dem umschriebenen Polygon 
sich um eine kleine Gréfe unterscheidet. 


Beispiel. 

Es mége auch diese letzte Formel auf die Berech- 
nung der Zahl x angewendet werden, wenn man wieder 
von GleicHing (7.) ausgeht. In diesem Falle sei die Anzahl 
der Streifen 
Qn = 16, also has 
dann ee 


M/A 

i-fSe-sl@+ + oa (Gs | 
198 128 128. 128 128 128 128 
= 957+ 365 + 381 + 20s + 337 + 377 t5 + a8 

Nun ist 


128 : 257 = 0,498 054 47 
128 : 265 = 0,483 018 87 
128 : 281 = 0,455 516 01 
128 : 305 = 0,419 672 13 
128 : 337 = 0,379 821 96 
128 : 377 = 0,339 522 55 
128 : 425 = 0,301 176 47 
128 : 481 = 0,266 112 27; 


Zz ‘Messungsmethoden zur Berechnung bestimmter Integrale. 411 oe 
Unter der Voraussetzung, daf die Anzahl der Streifen 


folglich erhalt man oe Sahee ‘ aS ae 
x = 3,142 894.73. = ae a 


=e Der gefundene Wert ist also um 0,001 302 08 grep 
Sey als der wahre ‘Wert der Zahl ne Sar =e 
| me = 3,141 692 65. 7 


SS  - ~ Der Fehler ist in diesem Falle etwa halb so 0 grap wie 
bei der vorhergehenden Methode. 
Diese zweite Methode wird auch bei anderen ae 
- dungen in der Regel genauere Resultate liefern als die erste, 
ohne da man mehr einzelne Glieder zu berechnen braucht, 
weil sich einer Kurve die Tangenten im allgemeinen enger — 
anschmiegen als die Sehnen. Von diesem Umstande wird 
in dem folgenden Paragraphen Vorteil gezogen werden. 


§ 70. 


Stimpsonsche Regel. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 206 und 207.) 


Es mége wieder eine Figur begrenzt sein oben durch 
den Kurvenbogen AB mit der Gleichung 


(1.) . y=f a), — 

unten durch die X-Achse, links und rechts durch die Ordi- 
naten «=a und x = 6 (vergl. Figur:122); die Strecke A,B, 
sei in 2n gleiche Teile von der Linge #, und die Figur 
selbst sei durch die Ordinaten y, y2, ys,-..Yon—1 in 2n 
Streifen zerlegt. Vereinigt man zunachst je 2 benachbarte - 
Streifen, so daf} man tatsichlich nur noch n Doppelstreifen- 
hat, und ersetzt die begrenzenden Kurvenbogen durch die 
zugehorigen Sehnen, so findet man aus Formel Nr. 204 der 
Tabelle fiir den gesuchten Flacheninhalt, indem man h mit 
2h vertauscht, den angenadherten Wert 


(2.) Fy = h[ f@+2f(a+2h)+ 2f(a+ 4h) + --- + 2f(6—2h)+-f(0)]. 


Ersetzt man dagegen bei den Doppelstreifen die | 
Kurvenbogen bezw. durch die Tangenten, welche in den — 
Endpunkten der Ordinaten y1, ys, Y5,---Yan—1 an die Kurve 


oe 


3 ear Baad. so a man nach Formel Nr. 205 der Tabelle 
den angeniherten Wert 


8 R= nl fla+h)+fla-+3h)+fla-+5n)-+-- “+ f(o—h)}. 
Ba st+ dor begrenzende Kurvenbogen AB zwischen A 


und B nach oben Konvex, so ist F, kleiner als der gesuchte 
Flacheninhalt 


eee F = Jflayie, 
und Fy. ist gréfer als F'; es ist also 
(5.) Pra i= Fy. 


Ist dagegen der begrenzende Rerrer beste AB zwi- 
schen A und B nach oben konkav, so wird 
(6.) F. 1 i F => F. 2° 

In beiden Fallen ist # ein Mittelwert zwischen F; 
und F,, so daf die GréSe v, welche durch die Gleichung 

F—F, 

(7.) [ER =e ¥ 
erklart wird, immer positiv ist, und zwar wird v fiir hin- 
reichend grofe Werte von m in der Regel gré8er als 1 sein, 
weil sich die Tangenten enger an die Kurve anschmiegen 
als die Sehnen. Aus Gleichung (7.) ergibt sich sodann 


(8. Fa 


Bei der angenaherten Berechnung der Zahl x im vor- 
hergehenden Paragraphen war z. B, F — F, etwa doppelt 
so groB wie F,— F. Setzt man daher in den Gleichungen 
(7.) und (8.) v= 2, so erhilt man durch die Formel 
Fi+vF,  F,+2F, 
ao ae Pee ee 
eine noch stairkere Annaherung an den wirklichen Wert 
des bestimmten Integrals. Dies gibt, wenn man die Werte 
von F, und F, in Gleichung (9) einsetzt, 


10) P= *if(a)-+4fla+h+ 2ftat+2h) + 4fla+3h)-+2/(a-+4h) 
fev f(b — 2h) + 4f6 —h) + FO), 


(9.) F= 


oder 


: 414 i me 97, Simpoosche Rege 


, <3 


(11) F= 3 Fo tyst 2 tye 2+ -+ 2yon—2+ Yoni In) 


Fir is Zahl x erhalt man daher winter Benutzung 
der im vorigen Paragraphen gefundenen Resultate 2 
alg 

3 = 
- Der gefundene Wert stimmt also bis auf 8 Dezimal- 
stellen genau mit dem wahren Werte von x tiberein. 


(3,188 988 49 + 6,285 789 46) = 3,141 592 65. 


Die in den Gleichungen (10.) und (11.) enthaltene _ 


Formel, welche unter dem Namen »Simpson sche Regel* 
bekannt ist, gibt nicht nur fir die Berechnung der Zahl x 
sehr genaue Werte, sondern auch fiir die Berechnung von 
anderen bestimmten Integralen, wenn man nur die Zahl n 
grok genug macht. Bei dem ersten, in § 69 angewendeten 
Niaherungsverfahren wurde die begrenzende Kurve durch 
gerade Linien mit der Gleichung 


_ y=an+b 
ersetzt, wobei die Konstanten a und 6b so bestimmt werden 
kénnen, daf jede dieser Geraden durch zwei benachbarte 
Punkte der Kurve hindurchgeht. Auf die Simpsonsche 
Regel dagegen wird man gefiihrt, indem man bei der Be- 
rechnung der Doppelstreifen die einzelnen Kurvenbogen 


‘durch passend gewihlte Parabelbogen ersetzt, welche sich 


der Kurve sehr eng anschlieBen. Dies geschieht in® folgen- 
der Weise. 


Die Gleichung | 
(12.) y=ax?+brte 


Fig. 124. stellt, was auch die konstanten K oeffi- 
4 


zienten 6} 6, c sein mégen, eine Pa- 
rabel dar, deren Achse zur Y-Achse 
parallel ist. Uber die Koeffizienten 
a, b,c kann man nun so verfiigen, 
4 ix daf die Parabel durch die drei Punkte 
; é A, C, D (Fig. 124) mit den Koordi- 
naten (— h, y), (0, ¥1), (+ 2, y2) hindurchgeht, indem man 
die Gleichungen 


§ ie Siiejeoscks Regel. 
a ( Yo = ah? — bh +¢, 
Y=c, Pw ® 
Iya ah* + bh + C 
Perictise Daraus ergibt sich 


1 
U4) a= 572 Yo— yi + ys), b= ie Yt Y2), C=", 
so dab ee 42) tibergeht in 


x (5) ae: - oR [yo — 2y1 + ye)? + aes Yo + Y2)x + 2h?y)]. 


‘Dac Flicheninhalt der Figur Bee wird daher 


; ; eg ; : 
(16.) A, D,;\DA = = fo =| ed Meee. [S++ ex] 
ea — 
2 
Sea di Pb see Oh De 


28 P yp — 24 +Y2+ 091) = 5 M+ 4y;+- ye). 


Da bei einer beliebigen Parallelverschiebung der 
Y-Achse sich weder die Linge der Ordinaten y, y1, 2, 
.. Yon noch die Gréfe h andert, so kann man in 4hnlicher 
Weise den Flicheninhalt der simtlichen Doppelstreifen (in 
Figur 122) berechnen und findet dafiir bezw. 


h h h 
3 Yor sy ty) 3 Yat syst Ys), °° 3 Y2n—2 + 4¢jon—1 + Y2n)} 


dabei hat man die einzelnen Kurvenbogen durch Parabel- 
bogen ersetzt, welche durch je 3 aufeinander folgende Punkte 
der begrenzenden Kurve AB hindurchgehen. Fir den 
Flaicheninhalt der ganzen Figur erhilt man dann den an- 
genaherten Wert 


h 
(17.) F= 3 Yotdyrt Qyat4yst Qya+ - +++ QWYon—2t+4Y2n—1+Y2n); 


ein Ausdruck, welcher mit Gleichung (11.), d. h. mit der 
Simpsonschen Regel genau iibereinstimmt. 


Um sich dardboe Rechonschate: Art geben, 
die durch Anwendung der Simpsonschen Regel 
Resultate sind, diene die — ee a 
— man. <~ Sete: ee 


18) $+ 4x + yw) = 3 5 Ufa — fle + *) + fle — am) . 


nach steigenden ao von h, so erhalt man ) durch, An- = 
ee der Taylor schen Reihe : ae = 


(19) Fy td ty) ) = 2h. fe) +20°. ray ere 


af oa) +55 a %(@ + 


a 


Andererseits ist -nach jer Sears Se wenn 
man 1 die Funktion F(z) durch die Gleichung 

F(a) = fe) = 

erklart, : ee ae 

a+2h 2 


20.) /fle\de = a - = == ae 
a 16h! 


of (a) +5 == ~ F(a) + fa) + ar re") 


ar ! 
folglich wird 
a+2h 


QL) 50 +4 + yl —/faldrn= 5 Fo) + 


Man erkennt daraus, daf der Unterschied zwischen 
dem Niaherungswert, den die Simpsonsche Regel liefert, 
und dem wahren Werte des Integrals mit h zugleich un- 
endlich klein wird von der fiinften Ordnung. 

Fiir n Doppelstreifen ist daher der Unterschied unter 
Vernachlassigung der Glieder von der sechsten und von 
NGS Ordnung 


sp h(a) + fO@ + 2h) + fo (a + 4h) +... SoZ ()(B = 2h)], 


— wenn man den Mittelwert M durch die Gleichung 


. 
»; 
et, 


(22) M = VOOM TAY +f90— on) 


Z 
{ erklart und beachtet, daB 2nh =b —a ist, so wird ee ge- 
_ samte Fehler gleich 


- * > nh (6 — a)h* 
¥ 0. se 


Es war bei Herleitung der Naherungsformel in diesem 

und dem vorhergehenden Paragraphen bisher die Voraus- 
-~ setzung gemacht worden, da der begrenzende Kurvenbogen 
AB iiber der X-Achse liegt; es gelten aber noch dieselben 
Schliisse auch dann, wenn der Bogen AB unter der X-Achse 
liegt, es wird dann aber der Wert des bestimmten Inte- 
grals negativ. Die Formeln bleiben sogar noch richtig, 
wenn die Kurve teilweise iiber, teilweise wnter der X-Achse 
liegt, wie schon aus der Zerlegung ‘des bestimmtén Inte- 
grals hervorgeht. Man kann aber den Beweis auch da- 


durch fiihren, daf man die X-Achse um die Strecke ¢ nach. 


unten verschiebt, indem man 

y='y —ce 
setzt und ¢ so grof macht, dafi die Kurve ganz oberhalb 
der neuen X-Achse liegt. Man findet dann fiir die Flache 
F’, die unten durch die neue X-Achse begrenzt wird, den 
Naherungswert © 


Peabo t + 2y’e + 4y’3 + 2y’s +.--- 
+ 2y/on—2 + 4y/on + Y’2n) 
* Wo + 4y1 + 2y2 + 4y3 + 2ys + -- 
+ Wen—2 + 4Y2n—1 + Y2n) +3 6ne. 


Da aber 
F’ — F = 2nhe 


ist, so folgt hieraus wieder 


F = 5p + 4 + 2s + ye + 2s + 
+ Wyon—2 + 4Yon—1 + Yen). 


Kiepert, Integral- Rechnung. ? 07 


4 2 eg ~ oe 0. ‘Simpoonsce Ree Ae TS ANT 


Ebenso ist es nicht wee dah der Bogen 
seiner ganzen Ausdehnung nach oben konvex oder ‘ 
oben konkav ist. Es wird aber ~evecimalic sein, durch dis yi 


méglicherweise vorhanden sind, die es (boew. das be 


stimmte Integral) zu zerlegen. = ae aa 


Das Verfahren, durch welches die ‘Simpson sche Regel = 


zuletzt hergeleitet worden ist, ]aft sich noch verallgemeinern, 
indem man die Figur in 4n Streifen von gleicher Breite he 
zerlegt und bei der Parabel vierten Grades 


(23.) y = ac! + aye? + aye? + age + a 


rer eR i es heh: 


die 5 konstanten Koeffizienten a, a1, a2, as, a4 SO Eeunae = 


dai diese Kurve mit dem Kurvenbogen AB (Fig. 122) 


5 aufeinander folgende Punkte, z.B. die 5 Punkte A, C, a 


D, E, F, gemeinschaftlich hat. Auf diese Weise erhalt 
man eine Kurve, welche aus Stiicken von Parabeln vierter 
Ordnung besteht und sich der gegebenen Kurve langs 
des Bogens ACDEF im allgemeinen noch enger anschlieBt. 
Deshalb findet man dann auch bei der Berechnung des 


Inhaltes der Fliche A,F,\F'A noch genauere Resultate als — 


durch die bisherigen Methoden, wenn man die ge- 
gebene Kurve durch die der Gisichung (23.) entsprechenden 
Kurvenstiicke ersetzt. 


Ahnlich wie bei der Simpsonschen Regel findet man 
dann fiir den Naherungswert den Ausdruck 


- 


2h 
(24) F = Fe [Wyo + 32y1 + 12y2 + 82ys + Ty) 
+ (7ys + 32y5 + 12y6 + 32y; + ae 


+ (TYy4np—4 + 32Y4n—3 + a + 32un—1 + Ty4n)]. 


Auch hier kann man sich iiber die Genauigkeit der 
gefundenen Resultate durch die Entwickelung nach der 
Taylorschen Reihe Rechenschaft geben, denn es ist 


05) a 7h ayy + 32, + Wye + Ble + 7H) * 


Be: —*(rp0) re 32f(a + h) + 12f(a + 2h) 
BS - 4 89f(a+ Pag + Tha + 4n| 


oy ba ides 8h?f (a ye - fa el dea oa é) 


—_ 


1 a). gi 


ae oa 
“atsh =e at+4h 


(26,) liga a = /Fayan — F(a + 4h) — F@) 


pea) + SS poe) ie 


*% 


= 4hf(a) + 8h? f(a) Ais a: “(@) sont se “(a) 


+ ERE (q+ OO f(a) + 12 f(a) + 

folglich oe | 
at4h 

Q7) Fx fft@de = fa) + -- 

Der Unterschied zwischen dem Nahérungswerte und 
dem wahren Werte des Integrals wird also fiir je 4 Streifen 
von der Breite h mit h zugleich unendlich klein von der 
siebenten Ordnung. 

Fiir alle 4n Streifen wird demnach der Unterschied 
~ etwa n-mal so grof. Der gesamte Fehler wird also, da 

4nh =b—a 
ist, gleich einem Mittelwerte f[a + 0(b —a)], multipli- 
ziert mit 
2(6 - — ayh> 
~ 945 

In dieser Weise kann man fortfahren und die ein- 
zelnen Teile des Kurvenbogens AB durch Kurvenbogen 
mit der Gleichung 
(28.) y = ax + axe + apg? +--+ + dam 1% + am 

27* 


i 


§ 70. “Simeon sche 


Hegel. : 


ape welche durch je 2m +1 aufeinander folgende ES 
Punkte der gegebenen Kurve deg th oa 


aS Es ist dabei noch as boiarkank dal die ee 4 


im allgemeinen keine wesentlich gréfere wird, wenn man | 
die Gleichung (28.) mit der Gleichung an 
(29) y = aaPmth 4b aya A aye? A A a + amet 
vertauscht und die 2m+2 Koeffizienten a, a1, a2,---dam+1 
so bestimmt, da die entsprechende Kurve durch 2m+2 — 


aufeinander folgende Punkte der gegebenen Kurve hin- 
durchgeht. Der Grund dafiir liegt darin, daf bei dem 


Integral . A 
: eee omt2 gem+i ; A 
(30) fydx = Coa +g gt + omg ae . 
—k 
ere ene 
= ass Das eas On Oe dam sik) 


der Koeffizient @ von x2”+1 in ae Endresultat ahorignye 
nicht mehr vorkommt. 

Wenn man z. B. die Figur in 3n Streifen von sicher! 
Breite h zerlegt und in 


(81.) Y= a? + aya? + age + ag = 
die vier konstanten Koeffizienten a, a1, a2, a3 so bestimmt, 
daf die neue Kurve mit dem Kurvenbogen AB in Figur 122 


die vier aufeinander folgenden Punkte A, C, D, EH gemein- 
schaftlich hat, so wird 


1 
= B73 — Yo + 3y1 — 3y2 + ys), 
1 
a1 = Fy5 Yo — Vi — Yat Ys); 
1 
da = 547, Yo— 27% + 27 ya — ys), 


sh 
a3 = 16 (— Yo etic oy; = Dye — Yo); 


wobei angenommen ist, dafi die Y-Achse in der Mitte 


§ 70. Pe hacin Regel. 
a Rewiaciion den Ordinaten (,C und D:D liegt. Dadurch er: 


“halt man fiir F den Naherungswert — 


BAT 
ats a : 3A 


ye - A settee 


F (32) #, Bs =, aa {at at aio ee tee 
‘ 2 


ta! sei Yah? pat) 


_ (et _ 2ayh? - Yah? Bagh 
64 24 Siig? ae) 


Be a GA ot oy vs 


Man erkennt, dafi dieser Ausdruck unabhingig ist von 

und a2. Dabei ist auch die Genanigkeit nur von der- 

‘selben Stufe wie bei der Simpsonschen Regel. Setzt man 

namlich wieder f(x) gleich F(x), so ergibt sich aus der Ent- 
-wickelung nach der Taylorschen Reihe 


a+3h 
(33.) reas = Fa “4 3h) — F(a) 


— sy, +or oye MOP ea Ape FO) oars 4... 
und ; 


Fie Shey, + 3y, + By2 + ys) 


= 2 (fla) + 8fta +h) + 8fla-+ 2h) + fla+ 3h)} 


= *apats+mere+e+s) Wn +e+i2+9) 50% 
484244271 Oye e4ases ln 4..] 
= Aan one ig Be orn Ae ais 
wie 495° \. 
ene eee 


folglich wird 


\ she Ue itt ald ot. i. 


der Simpson a Regel, cath h vverschwindend il v 
der fiinften Ordnung. eres = 


“Dbungs -Beispiele. SERN pas k tS 


Aufgabe 1. Man soll mit Anwendung der Simpsonschon 


Regel : : 7 

(1,) SS a2 a ng 4 
= _ berechnen. | ee 3 
: Auflésung, Es sei 2n = 12, also i dann wird | 2 

Q) Bee +2/(18 +--+4f(75)+ 72] q 
= : 48. (04 48.94 4S 94" 49°94 - 
ES = 36(2 Tigtjatisti¢tiz tis ee 

48 24 48 


P99 98 5 ; 

Nun ist — 
: 36 = 0,027 777 78 aa 
: 89 = 0,10256410 

: 42 = 0,047 619 05 

: 45 = 0,088 888 89 

: 48 = 0,041 666 67 

: 51 = 0,078 431 37 

: 54 = 0,087 037 04 

> 57 = 0,070 175 44 

: 60 = 0,033 333 33 

: 63 = 0,063 492 06 

: 66 = 0,030 303 03 

: 69 = 0,057 971 01 

: 72 = 0,013 888 89; 


KEP RPNOR DOE DOPED PH 


Fe 


_§ TL. Simpaonsche | a Coe Beispicie, "Eade Oe 


fo! lelich £ findet naif ind don Naherungswert 0,693 148 66, 
E “der sich von dem wahren ‘Werte, namlich von 


In2 = 0,693 147 18 Sex ie 


nur um 0,000 001 48 unterscheidet. mes “at 
-", : ea 2 ead 
i Berechnet man In2 = is nach der zweiten Methode, Saag 
. i Meare ; eee ; x 
also nach Formel Nr. 207 der tabells, indem man wieder * 
men 12 Intervalle annimmt, so wird — ., = 
B . nee R: 
4 (3.) 4n =12, h= i2’ | 
p also” an 
(4.) (Be = aus + 82y, + 12y2 + 32y3 + 14y4 + 32y5 ee eo 
+ 12y6+ B2yr + 14ys + 3249 + 12y10 + 82y11 + Ty12) gs F 
1 384 144 384 168 ae. 
; ~ao( his + et as te tir te “a 
168 384 3 
tae T 99 ae Magy ag + a pa 
Nun ist : ae 
ea 2 
384 : 13 = 29,538 461 538 5 a 
144 : 14 = 10,285 714 285 7 4 
384 : 15 = 25,6 fe 
168 : 16 = 10,5 = 
384 : 17 = 22,588 235 294 1 te 
144:18= 8 
384 : 19 = 20,210 526 3158 
168:20= 84 


384 : 21 = 18,285 7142857 > 
144:22 = 6,545 4545455 
384 : 23 = 16,695 652 173 9 


Y i es 5 
folglich erhalt man fiir In2 den Naherungswert 
(5.) F = 187,149 758 439 2 : 270 

= 0,693 147 2535, 


der sich von 


In2 = 0,693 1471806 


ate Mone pene Vie Se eae 

. eS unterscheidety (o> = . = i SS eee 

a Aufgabe a. Men soll die Zabl x - durch Anwendung se 
ae der Simpson schen Beer aus der aces Sea 
Rew 2 Chet gs 4 eS ah ae 
Ra, { Co ORS = ee i oe See aia 
Bia? 7. arc sina = tp 
[°° (=a 
x 3 berechnen. a —— 
ee Ses ae oe See 
3 Auflésung. Fir 2x = 8, also h =56 erhalt man “3 


@) x= Hi no-+4i(Ge)t---+41G5)+ (8) heen : 
el ee 64 co 


382 . 64 e 8) 
+ 7990 “V207 * Vi99” : 
oder m3: 
@) x= 1 , V16320 , V28 4 ¥15808 V15808 | V15 
: 8 955 Pits SSeS 
‘ , Via784 220 | Viar2 |, V3. 
93%. * --Bb- et 
Nun ist 
1:8=0,125 
V 16320 : 255 = 0,500 979 43 
V28: 21 = 0,251 976 31 
V15808 : 247 = 0,509 027 81 
Vid: 15 = 0,258 19889 
V14784 : 231 = 0,526 361 35 
V 220: 55 = 0,269 679 95 
V1472: 69 = 0,556 038 44 
V3: 12 = 0,144 38757; 


B folglich « erhiilt, man fir die Zab x den Niiaare 


4 >. 3, 141 599 75, der sich von dem wahren Werte, némlich von 


~ . .g¢ == 3,141 592 65; 
nur um die GréBe 0,000 007 10 me esc teidees 
4 ™ Aufgabe 3. Von einer Ellipse 64? + a?y? = ab? mit 
den Halbachsen a=6, 6=4 soll man das Flachenstiick 
Q:Q2P2P, berechnen (ig, 125), wenn 0Q,;=—1 und 
‘ 0Q2 = op 5 sist. 
Auflisung. Aus der Gleichung der Ellipse folgt 


(10.) a y =" Ve = V3 — 2, 


so daS man fiir den ge- 
suchten Otel 


a1 F= 2 lag VE —2 


erhalt. Nach der Simpson- 
schen Regel wird daher fiir 
== 18, hia f 


(12) F= 5 (V3 + 435,75 + 2V36 + 435,75 


+ 2V35 + 433,75 + 2V32 + 429,75 
4 2V27 +. 423,75 + 2V20 + 4V15,75 + Vii). 


Nun ist 


2V36=2.6 =12,0000000 
835,75 = V2288 = 47,833 043 0 
3V35 = V315 = 17,748 239 38 
4V3375 = V540 = 23,237 9001 
2Y32 = V128 = 11,313 7085 
4V29,75 =V476 = 21,817 4242 
2V27 =V108 = 10,392 3048 
423,75 = V380 = 19,493 5887 
2V20=V80 = 89442719 
4V15,75 = V252 = 14,874 507 9 
Vil 3,316 624 8; 


I 


man erhalt daher fir F dea 2 herengcet : 


(13.) ee) 971 6132: 9 = 21,330. 179 24. = oes aes 
Den wahren Wert von F findet man aus a : 


(a) F= 2 ic V5 = = ale ya5—# + + sewn) : 


it 


=F 


=} VIE + V8) 4. 12arsin(®)—s2arin(— Ay, 
Dabei ist (vergl. Aufgabe 4 in § 19) ee Soe: 
2 Yil = 5827 708 = | 

5 V8 = 1,972 027 


12aresin () = 11,821 327 


TEN Pe yes aT, ee 


12 arcsin () = 2,009 377, 
also oo 
(15.) F' = 21,330 439. 


Der durch die Anwendung der Simpsonschen Regel 
gefundene Naherungswert ist also um 0,000 260 zu klein. 


Aufgabe 4. In einer Ellipse (Fig. 126) mit der Glei- 
Fig. 126. _ chung 
(16.) bP? + a?y? = ab? 
seien die beiden Halb- 
achsen 
4~(7)-a= 10 -und:b.=— 6; 
man soll die Lange des 
Bogens BP _ bestimmen, 
wenn OQ gleich 8 ist. 


Auflésung, Aus Gleichung (16.) folgt 
(18) 4 Spe oY = aty? + btx? at — e?x? 


ay’ \dz aty? ~ @(a® — a2) 


In Aci vorlgenden Falle ist e ‘gleich 8 8, also er. 


: = 10 000 2 a: 
3 as) eae. BP -/ 2 Vooaoras (100 eos ae ae 
Deshalb erhilt man durch Anwendung der Simpson-— a 
_ schen Regel fiir 2n = 8, ke a : a 
4 9936 7 a 
z re eee ae 9900 A aio + wey ee 
; ade Be 
“Nun ist iF “3 3 
| | 3 1 = 1,000 000 00 * i 
> 49936 : ¥9900 = V48576 =: 55 = 4,007 266 12 = 
2V9744: V9600= V406 =: : 10 = 2,014. 944 17 -. 
49424 : V9100 = V3430836 : 455 = 4,070 586 00 er! 
28976 : ¥8400 = 20944: 70 = 2,067 484.57 2 
_ 4V8400 : V7500 = V448 : 5 = 4,233 202 10 eo 
2V7696: V6400 = V481 : 10 = 219317122 3 
46864 : V5100 = V185584 : 85 — 4,640 486 78 * 
V5904 : ¥3600 = V41 : 5 = 1,980 624 85; s: 
folglich findet man fiir die eer ee BP den Naherungs- 
wert =< 
21.) ¢ = 25,507 715 81: 3 = 8,502 571 94. e: 


Soll der Sieeagae der Ellipse, namlich 


10000 — 64a 
Sa, oy, 3 | Pe 100 — 2) 


berechnet werden, so wiirde die Rechnung auf Schwierig- 
keiten stoBen, weil 

: 10000 — 642° 

5 - Visor x) 
fiir 2 = 10 unendlich grof wird. Um auch in diesem Falle 


ES oa ore 


7 die angeniherte Berechnung von Sie de suszufihren, mache 


man y zur Integrations-Verinderlichen, ‘indem man _ a 


= } 


10, a 
(23.) Ee 2 V100 — a, “oder a = 7 36 yp? aN 


‘setzt. Dies gibt (Fig. 126) 


(24.) dx= — Ve ds = —dy 


304 + 16 
(5) PA Same fi aes 


324 6. 
= + fo \saes 986 — 


* 36086 = te 


Wendet man auf die Boreehnine dieses Integrals die , 


Simpsonsche Regel an, indem man 2n = 4, also h = 02 
setzt, so ergibt sich 


416 116 
26.) soa pene ape Soh Hs ty, 


Nun ist 
of = 0,300 000 00 


1,2. V416: V391 = V234 224,64 : 8391 = 1,237 768 80 
0,6.V116:V91 = V3800,16 : 91 = 0,677 42239 
1,2. V544: V319 = V249 891,84 : 319 = 1,567 059 02 


03.V41 :V1i6 =V3,69 : 4 = 0,480 234 32; 
folglich erhalt man fiir PA den Naherungswert 
(27.) PA = 4,262 484 53, 


so daB man mit Riicksicht auf Gleichung (21.) fiir den 
ganzen Ellipsenquadranten 

(28.) BPA = ¢ = 12,765 056 47 

erhalt. Durch wirkliche Berechnung des elliptischen Inte- 
grals hatte man auf Seite 350 in § 60 fiir denselben Ellipsen- 
‘uadranten 


(29.) q = 12,763 499 4 : 


a ee 


Pe y a, ae oe ; 
gefunden, so da8 das durch Anwendung assppmpeonsoken 


Ae: 72. ahve + Quadratr. 5 


Regel berechnete Resultat um 0,001 557 1, d. h. um 0 000.122 00 
der Bogenlange zu grof ist. _ 

_ Wenn man fiir die Zahl » noch ‘illers Werte wahlt, 
so werden die Resultate wal Sap 


PRIOR ee = epee : 
~  Gaufsche Quadratur. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 208 und 209.) 


Nach der Simpsonschen Regel (Formel Nr. 206 der 
Tabelle) ist na&herungsweise 


b 
L) B= ffeayde = 5 (la) + 4fla-+ 0) + fle-+ 2h) 


peed + fla + 2h) + 4fla + 8h) + fle + 4%) 

‘ +: gt” i ete sted pe a tae oe a ae Be BL ee ee Oe 
: + fo — 2h) + 4f(b —h) + £O)] 

= 3 (Yo + ty; + 2y2 + 4y3 + 2y4 +--+ QYon—2 + 4Y2n-1 + Yon): 


Auch bei dem in Formel Nr. 207 angegebenen Nihe- 
rungswerte hatte F die Form 
(2.) F = heyyy + ery + C2y2 ++ ++ + Cin Yan); 
wobei ¢p, C1, C2,---C4n passend gewahlte Zahlkoeffizienten 
und Y, 1, Y2;---¥Y4m Ordinaten der Kurve 
{3.) y = f(z) 


sind, welche gleichen Abstand voneinander haben. Eine noch 


stirkere Anniherung bei gleicher oder sogar noch kleinerer 
Anzahl von Ordinaten erhilt man, wenn man den Ordinaten 


nicht die Beschrankung auferlegt, daf sie gleichen Abstand 
voneinander haben, sondern wenn man dieselben passend 
auswahlt. 

Handelt es sich z. B. um den Doppelstreifen . 


cth ch 
) raz = [Paz = F(e+h)— Fle —h) 
c—h c—h 


r 8 5 ; 
=2[F fo + Ff") +5. fOO4-] 


ss 
~ 


so mégen in dem cabin Sey A 
(6) P= hlafle—a) + afte +6) 
die 4 Grofen C1, C2, &, B so bestimmt werden, dal i in 


Entwickelung von F; nach sale ‘Potenzen ‘von 
also in oe 


(6) = = 2 S oh f(c) + (=e ca + oy ro | 
+a? - oop) of “c) + (— xed + oy re) 


+ (e,a4 +- eb) fe Mo) 


méglichst viele Cede mit as in Gleichung (4.) ane : 
Entwickelung tibereinstimmen. Zunichst folgt aus den : . 


Gleichungen : eS. eee Seago: 
(7.) —ca+oP=0, oder ca = C28 3 
und . ae | - 
3 (8.) — cc? + of = 0, oder ca?'= cof8, | | 
dab . = 
(9.) ; B?.= a?, = oder <p = +a. = = 


Ware as =— a, so wiirden die beiden Ordinaten f(e— ah) 
und f(e+ 6h) zusammenfallen; damit man zwei verschiedene 
Ordinaten erhalt, muf man abs in Gleichung (9.) das obere . 
Vorzeichen wahlen. Daraus’ folgt dann auch 


(10.) Cy = 2, 
so da die Gleichungen (5.) und (6.) tibergehen in 
(1L) Fi = esh[f(e — ah) + fle + ah) 
h® fe 
= 2am + ant (0) + eat gi FOC0 +) 


Jetzt sind nur noch die beiden GroBen Cy und @ so 
zu bestimmen, daf 


(12.) q=1, 3e07=1, also a= = 


wird. Dies gibt 


aiden 


: ie 
= ae + 5 of" +- - arf) + + es 
Es ist daher c = Z o 

; eth . 3% 
fe) freyax = Fi a = * Fane) 4. cy > an 
. ch ‘ ; ei 

- Indem man in ee (13.) fiir ¢ die Werte 
c=a og h, a+ 3h,...b6—h einsetzt und die Goran sich 


ergebenden Ausdriicke addiert, findet man fir Steve 
den Niherungswert 


fle ee ae n[r(a+* + =¥3,) 43 f(a + ee a) 
+f(a+ 2—¥3,) + f(a+? Ve, 
+ f(a+ eh) + (a+ sees ds | 


\ 


Si (pawn es (peo : 


In dieser Formel braucht man 2m Ordinaten und er- 
halt eine etwas stirkere Annaherung als bei der Srmpson- 
schen Regel unter Benutzung von 2” +1 Ordinaten. Da 
namlich 2nh gleich 6 —a ist, so wird der Fehler bei dieser 
Formel nach Gleichung (14.) gleich einem Mittelwert von 

ayh4 
72a70 
Fehler bei der Simpsonschen Regel etwa wie 2 zu 3. 

Durch die Einfiihrung der Irrationalitat V3 wird die © 
Rechnung im allgemeinen nicht erschwert. Wenn z. B. 
fiz) eine rationale Funktion von =z ist, so wird die Summe 


o— Fa) t 10 + va) 


f(x) multipliziert mit gs ——: er verhalt sich also zum 


rational. Die Rechnung wird dann sogar noch 
als bei’ Anwendung der Simpson achenstogeh: wie, ies 
gende Beispiel zeigen moge. Ny Sear Race 


Aufgabe. Es soll wieder ee 
: fae ; : ‘ . 


In2= = 
: at 5 

- berechnet werden unter Anwendung von 12 Ordinaten. 

ai eee In diesem Falle ist h = 1:12 und 


=al(re ae UY se ay ee ae a 
2423) “ (Cas = Hes oy 

ge es ae. a) \ (8 So 
oe Ce al te (Can ye “(2 4. Be 


Sedek da f(x) = — ~ ist, 


ice 
“0) F ae 


tava t Gays waVD 


TG 


1 1 1 1 
“Go 7s* waa) “yao 7a) 
Bl. BT 69 | 
= 953 + 387 + gas + 547 + bey + 793° 
Nun ist 


39 : 253 = 0,154 150197 6 
45 : 337 = 0,188 531 157 8 
51: 433 = 0,117 782 909 9 
57 : 541 = 0,105 360 443 6 
63 : 661 = 0,095 310 136 2 
69.793 = 0,087 011 349 3, 


also 


Be ied 


at fee - 0,698 146 193 9 — In2 — 0,000 000 986 7. 
Der Fehler ist also kleiner als bei Anwendung der 


‘ 


Saepsnunen Regel mit 13 Ordinaten.  Wergl. poets if 


auf Seite 422 und oer 


f 


Auch dieses Hartshivon laBt~sich verallgemeinern, in- 
dem man 


(18) Fy = teiffe— e+ fe + a) + hlfe— ah a 
+ fle + Bh)] 


id - fee a me + (exe? + ob), 3 a 
+ (eyo + opt) m oF (ec) + (era® + exit) cf ®)(¢) 
+ lave! + af) 5 1910) +---| 


setzt und die 4 GroBen ¢, c2, a, 8 so bestimmt, daB még- 
lichst viele Glieder dieser Entwickelung mit den oh pad aga 
den Gliedern in der Entwickelung von 


c+2h ct+2h at 
(19.) freaz = fr (a)dx = F(e + 2h) — F(e — 2h) 
e—2h c—2h F 
32h° 128A? 
= 2 [Fo + Sr M0 + Br Oe + Aa 1%) 
ogee fN(e) + ] 
tibereinstimmen. Dies gibt die he gen 
(20.) Ci se Co = 2, 
(21.) Ca? + cof? = os 
| 32 
(22.) : cat + Cof* = re 
oe 
(23.) cya® + oof® = —— 


Eliminiert man aus den ae (20.) und (21.), 
(21.) und (22.), (22.) und (23.) die GroBe c, so erhalt man 


Kiepert, Integral - Rechnung, 28 


i 


no ee 


— 4y 
3) 


“@5) : able — & aC) oe 


6) aba? — naa) 


also ; oS 
at ee aS—-B): es -)-"G =o = ae 
e = Dies gibt . ? ; See = 
eee 
~ oder 
= (28.) — BBat — 12002 oe 48 = 0, eS ae 
= 29) 3 “O08 V1920 _ 12 - rere : : . = = aoe. 


oe 7 
Da die Gleichungen (20.) bis (23.) clr nicht iindern, 
wenn man ¢, mit c, und «@ mit 8 vertauscht, so geniigt @ 
- derselben Hy (28.) wie a; és sei deshalb = 


(30) a= 76 —0,4V30), #= = a 0,430). 2 
Dann folgt aus Gleichung (24.) 
2(802— 4) 8(9—1,2V30— 7) 


3b 6) = 8 BOY 30 
: 2(36?— 4) (Res ae 
ae 12 he 3(B2 — BiB? — a2) 1 1g! °0- se 

Es ist daher 

shea 2V3—04V30 
(33.) P: =(1 + 79 ¥30)| F(e— Ss, 
-2V3—04V30 3 — 0,4 730, Dy 
Soe 


A ey ay i 
KAT RM le wR MR Pee ee hy, Om, 


(31 eco = set eV 86; 


+fleto— 
+s ¥a0)h [Ae — 2V3+ 04V30 ae) 


- f(o + 2V3 4 04V30 AAV EY 


a x at r 7 oe ; ‘ t é i - ; 
= =e Der ion von — in der Semana sg yor Fe. | oe 
Peete 


zi 
wird dabei = 
oa = a i . 
era + ef) = 2- eG) ¢ +35 ee oxen) be: 
: no ae + (1— 18 3 ¥80)(3 + 04730) = 
ee Ok - 1024516 - ce 
, : ere oe Fz 49 - 2 eee. 
--—s- Deshalb wird es | ee 
caer ge Sy meee 4 be 
Sag (1024h° 1024. 5,16n9 ee 
- (B4) [fla\da — Fo = Soa mina of Lakctbatll ; zat a 
© 64) frente — Fy = (SS — yr + ss 
c—2h gp? “Stee 
20, 4 $ pe 
= qa89i5 1) + Sa 
Bezeichnet man . ie 
fla + (4m —2— ah} mit Ym,1, Se 
f[a + (4m — 2 + ah] mit. Ym,2, ta 
f[a + (4m — 2— Ah] mit ym», a 
Pattee 22k HI ede = 
F 
so erhalt man fiir das gesuchte Integral Site dx den Niahe- " 
rungswert | : 


(85) F = hey. +41,2)+Y2,1 + 2,2) +: --+Gn,1 + Yn,2)) 
+ heo[(vi,s+ yi.) + Y2,3 + Y2,)+++-+ Yn3+ Yn,a)]- 

Da hierbei 4nhk = 4—a ist, so wird, wenn man mit 
6 eine Gréfe zwischen 0 und 1 bezeichnet, der Fehler 


b 
5,12(6 — 
(36.) freas —f= ae * fa + O(b — a)]; 


er wird also mit h zugleich unendlich klein von der achten 
Ordnung. 


Die folgende Aufgabe mége zeigen, wie bei den An- 
wendungen haufig die in @, f, %, ¢ enthaltenen Irratio- 
28* 


ae nalititen CS enn sratden kénnen, weil in ¢ 


(87) | att P= 


nur die symmetrischen | Funktionen von «2 und ‘reten 
Nach Gleichung (28) wird aber = << Se 
as AREA =o : - 
~ 85 — 


<P 


=) 


/ , 


_ Aufgabe. ee soll wieder Ind = = Pe “unter Bonutzung > 


aa =e Foehe-: ‘ 
von 12 Ordinaten’ berechnen, eae ie = ms crane 
Auflésung. Hier : 
goes eS es 12’ f(a) = 
also, wenn man der Kiirze wegen 120 mit k beaeic hac 
h) ( ch) 12, op 13S ak , 
fe =o) [Ce WO ge ae hte ¢ = ee 
AD ee AD OSS BERS 
fle — BA) + fle + Bh) = e—F T ite +e wR : 
ee 
Deshalb wird oe Riicksicht auf die igen ess GL): . 


und (32.) 
(88) ciff(e — eh) + fle + ah)] + co[fle — Bh) + fle + Bh)] 
48k 3Bh2°—4  3a?—4 
~ Be — 8) fe? — 0? ee) 
_ 16k(— 8(at — 4) + (8k? + 4)(0? — >) 
(2 — 9) ( — (2 + BPE wR] 
ects 3(a? + 8?) + 38k? + ee 16k(105k2 — 290) 
—— (a? + Bk? + «262 _ 85k4 — 120k? + 48 
a man in diesem Ausdruck fiir k = 12c die drei 
Werte 
12(1 + 2h) = 14, 12(1 + 6h) = 18, 12(1 + 10h) = 22 
einsetzt, so erhalt man bezw. 


35 630 
10 821’ 
25 350 
9 467° 
139150, 
63 601 


C1Y1,1 + Y1,2) + CalYi.3 + Y1,4) = 
(39.) €1(Y2,1 + Y2.2) + ealye,3 + Y24) = 


C1(Y3,1 + Y3,2) + e2(ys,3 + Ys,4) = 


ee 


Zs 


fod 


‘ . 


ree ve 2. tease Qualiclie™ 


Tuttees man diese. pieces in Gleichung (85) einsotzt, 
-findet man _ 


z a ; 
(40) 630 25850 , 18915 


ie 10 321 9 467 + 63601 63 601)" 


eNan = 


_. 35 630 : 10821 = 8,452 184 865 808 
85850: 9467 = 2,677 722 615 401 
139 150 : 63 601 = 2,187 858 681 467,” 
folglich wird os 
(41)  F=8317 766 162676 : 12 
= 0,693 147 180 223 
= In2 —.0,000 000 000 387. 


Man erhdlt also durch dieses Verfahren eine auBer- 
ordentlich starke Annaherung. 


Noch stirker wird die Annaiherung, wenn man in den 
Gleichungen 


Pe} ay 
(42.) f(ajdax = = [FF ate == F(c 4 3h) — F(c — 8h) 
c—3h c—3h 


und 


(43.) Fy = hesl[fle — ah) + fle + ah)] + healf(e — Bh) 

+ fle + Bh)] + healf(e — yh) + fle + 7h)] 
die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von h ent- 
wickelt und die 6 GréBen c, &, ¢3, a, BP, 7 so bestimmt, 
da8 in beiden Entwickelungen die Koeffizienten von h, h’, 
h®, h', h®, A‘ miteinander iibereinstimmen. Der Fehler 
wird dann mit  zugleich unendlich klein von der 13*? 
Ordnung. 

In dieser Weise kann man das Verfahren noch be- 
liebig weiter fortsetzen. 


-senen ebenen Figur auch durch rein mechanische Hilfs- 
‘wendung auf diesem Gebiete hat wohl das “Amslersche— 


-eingeteilten Rolle, ,der Integrterrolle“, abzulesen, nachdem 


c stifte umfahren hat. ; 


= = S73. = Se SS. 
_Amsiers Polarplanimeter. = 
Man kann den Flicheninhalt einer allseitig umse 


mittel bestimmen und auf diese Weise die -rechnerische | 
Ausfiihrung der Integration vermeiden. Die meiste An-— 


Polarplanimeter gefunden, das es mdglich macht, die Gréke = 
des Flicheninhaltes der Figur auf einer in gleiche Teile 


man die Umgrenzung der Figur mit dem sogenannten Fahr- 


Diese sinnreiche Vorrichtung beruht ‘auf der folgenden — 
Uberlegung. . Sse 
Die Gerade AB von der Lange | bewege sich in einer — 
Ebene so, da der eine Endpunkt A auf dem Kreise mit 
dem Mittelpunkte M und dem Halbmesser r bleibt (Hig. 127), 
. wihrend der andere End- ~— 
punkt B die geschlossene 
Kurve K, deren Flachen-~ 
inhalt F' bestimmt werden 
soll, durchléuft. Man kénnte . 
statt des Kreises auch eine 
andere geschlossene Kurve 
nehmen; der Kreis hat je- 
-doch schon deshalb den Vor- 
zug, weil man die zwang- 
laufige Bewegung des Punk- - 
tes A auf dem Kreise da- 
durch erreichen kann, daf 
man zum Halbmesser MA 
\e des Kreises eine Schiene 
: macht, die in M eine feine 
Spitze und in A eine zur Ebene der Figur senkrecht stehende 
Achse hat, um die sich eine zweite, der Geraden AB ent: 
sprechende Schiene drehen kann. Sticht man die Spitze M 
in einem passend gewahlten Punkte der Ebene, welcher der 


Lees 
yee eee ee: hha 
: DROME PAI Oe ee ALY AS 
» thee A fad. i mo WAP lu cal 


“stift auf der ieee: K, so tritt die oben beschriebene Be- 
a ein. Man betrachte dann ein unendlich kleines 
_ Flachenelement dF gleich AA/B’B, das die Gerade AB bei 
_ eintretender Bewegung iiberstreicht, und bezeichne den 
Winkel, unter dem sich die Seeder AB und A‘B’ im 
_  Punkte Pecheictens mit dg. (Vergl. Fig. 128.) Boneichnet 
man die Mitte von AB mit G und be- 
schreibt um C die Kreisbogen AD, GH Fig. 128. 
und BE, so unterscheiden sich die Kreis- 

sektoren ACD und BCE von den Kurven- 
_ sektoren ACA‘ und BCB’ bezw. nur um 
die Dreiecke ADA’ und BEB’, die, wie 
bei der Berechnung des Flacheninhalts 
unter Anwendung von Polarkoordinaten 
gezeigt wurde, unendlich klein werden 
von der zweiten Ordnung und deshalb 
neben den unendlich kleinen Gréfen erster 

Ordnung vernachlissigt werden diirfen. 
Dadurch findet man fiir den Flicheninhalt 
der Figur 44’B’/B 
(1.) dF = BCB’ — ACA’ = BCE— ACD 


=; (CB — C4*)dp 
=5(CB + CA)(CB— CA)dg. 


Nun ist aber 
CB+CA=2CG und CB— CA=AB=l, 


folglich wird 


_ 


(2.) dF = CG .1.dg. 

Dabei ist CG.dg gleich dem Kreisbogen GH, so dal 
man erhilt 
(3.) dF =1.GH=1.do, 


wenn man den Kreisbogen GH mit do bezeichnet. 


Bisher wurde stillschweigend angenommen, daf der 


Punkt ©, in dem sich die Geraden AB und A’ B’ schneiden, 


ge at wird, ein age bewegt nae in B Betesietsn: abe : 


auf der Verlingerung von AB ber fins lisse 


festsetzen, daf alle Flachen- 


nehmen sind, und daf die 
za seiner lLinken mit 


beriicksichtigen sind. Ent- 

sprechendes gilt auch fir do. 

Dann wird das in Figur 129 
von AB iiberstrichene Fla- 

 chenstiick 

dF = BCR’ — ACA = ces ACD = 


~ 5 (CB CA )dg = 5 (CB + CA)(CB— CA)dp 


=1.0G.dg =1.do, 

wobe. der Kreisbogen GH wieder mit do bezeichnet wor- 
den ist. 

: Ist nun im Punkte @ eine kleine Rolle befestigt, 
deren Achse in der Geraden AB liegt, so wird der Umfang 
der Rolle, wenn die Gerade AB das Flachenstiick 44‘B’/B 
uberstreicht, um den Kreisbogen do fortrollen, denn man 
kann die eintretende Bewegung zerlegen in eine Drehung 
um den Punkt C, so dafi die Gerade AB in die Lage DE 


kommt, und in eine Verschiebung der Geraden in ihrer | 


eigenen Richtung von DE nach A‘B’. Bei dem ersten 
Teile dieser Bewegung dreht sich die Rolle um den Bogen 
GH gleich do, bei der zweiten aber kann sich die Rolle 


nicht drehen, weil die Verschiebungsrichtung mit ihrer Achse — 


zusammenfiallt. Dabei wird das Vorzeichen von do mit dem 
von dF iibereinstimmen. 


vorstehenden Schliisse bleiben aber auch dann noch richtig, is 
wenn das nicht der Fall ist, wenn z. B. C zwischen A und 
Big: 99 B liegt, -wie in Fig. 129. 

B Nur muf man auf das Vor- 

zeichen von aF und do = 

achten. Man kann zB. ~ 


negativem Vorzeichen zu 


_stiicke, die ein von A nach — a 
B sehender Beobachter zur 
Rechten hat, positw zu — 


Bb ao 8 ic Vie 
PRN Zoe | Or 


Wenn jetzt der Fahrstift B die ganze geschlossene 


Kurve K durchlauft, mége zunichst der in Figur 127 dar- 
gestellte Fall eintreten, daf der Pol M, d.h. der Mittel- 


punkt des Kreises, auSerhalb der geschlossenen Kurve K _ 


liegt und i folmeacioad der Punkt A nur einen Teil PQ 
des Kreisumfanges durchlauft. Er wird dann im allgemeinen 
jeden Punkt des Kreisbogens PQ zweimal passieren, und 
zwar das eine Mal in der einen, das andere Mal in der 
entgegengesetzten Richtung. Tasits wird die Gerade AB 
die von der Kurve K eingeschlossene Fliche F nur ein- 
mal iuberstreichen, wahrend die zwischen K und dem 
Kreisbogen liegende Fliche zweimal iiberstrichen wird, 
und zwar das eine Mal im positiven und das andere Mal 


im negativen Sinne. Summiert man also alle die kleinen 


Flachenteile dF’ =1.do, welche von AB iiberstrichen wer- 
den, so erhalt man, da der zweimal iiberstrichene Flachen- 
raum herausfallt, fiir die gesuchte, von der Kurve K um- 
schlossene Fliche é 


(4.) F=/i.do=1/do, 


wobei /do dem Bogen gleich ist, der auf der Rolle in G 
abgerollt ist. Man braucht also nur an der Rolle mit Hilfe 
eines Nonius den Stand am Anfange und am Schlusse der 
Bewegung abzulesen. Dabei kann durch eine Schraube ohne 
Ende an der Achse der Rolle noch eine Vorrichtung angebracht 
werden, welche die ganzen Umdrehungen der Rolle zahlt. 

Das in Gleichung (4.) ausgesprochene Gesetz bleibt 
auch noch richtig, wenn die Gerade AB Teile der Flache 
F mehr als einmal und Teile der Fliche PQRS mehr als 
zweimal iiberstreicht; denn die Flaichenteile von #' werden 
stets nur einmal oder 3, 5, 7,...mal iiberstrichen, und 
zwar einmal mehr im positiven Sinne als im negativen 
Sinne, und die Teile auferhalb der Flache F' werden ent- 
weder gar nicht oder 2, 4, 6, ... mal tiberstrichen, und 
zwar ebenso oft im positiven wie im negativen Sinne, so 
daf Gleichung (4.) auch dann noch richtig bleibt. Dies gibt: 

Satz 1. Lvegt der Pol M auferhalb der geschlossenen 
Kurve K, so ist der Flicheninhalt der Figur F proportional 


Agua es man oe eo ober 
tungen sehr genau ablesen SS 


M. im Fey der sgoscblossenen 1 Kurve Aiegt a: 
und 131). = : Se aco 


£ 


_ Fig. 1380. 


Bei Fig. 130 tiberstreicht die Gerade AB bis zur 
Riickkehr in ihre Anfangslage nur die Flache, welche 
zwischen der Kurve K und dem Kreise mit dem Halb- 
messer MA gleich a liegt, so daf der Flicheninhalt der 
ganzen Figur : 


(5.) Mad r do + an 


wird. Diese Formel bleibt aber auch noch fiir Figur 131 
richtig, bei welcher ein Teil der Kurve K innerhalb des 
Kreises liegt, denn die im Innern des Kreises legenden 


y 
aut 
mater 
. lee 


oa 7. 3 Lint Evi Aner ee aie aie ‘dal sie dem 
” Flacheninhalt F angehéren, kommen mit negativem Vor- 
zeichen in Rechnung. Dies gibt 

Satz 2. Lzegt der Pol M%im Innern der geschlossenen 
Kurve K, so ist der Flicheninhalt der Figur F gleich der 
Summe. von einer konstanten Grife (a?x) und von einer 
Grife L[do, welche zu dem auf dem Umfange der Rolle ab- 
_geroliten Bogen proportional ist. 

Schlieflich ist noch kervormaheben, dai die beiden 
gefundenen Sitze noch richtig nieep auch wenn die 
Rolle nicht genau in der Mitte G@ der Geraden AB, son- 
dern in irgendeinem anderen Punkte L der Geraden AB 


- - angebracht ist. Der Punkt ZL darf, wie es bei der iiblichen 


— 


Ausfiihrung des Instrumentes der Fall ist, sogar auf der 
Verlangerung von AB, z. B. iiber A hinaus liegen. (Vergl. 
Fig. 128 und 129.) Die Rolle wird dann allerdings bei ein- 
tretender Bewegung nicht mehr den Bogen 

GH= de, 


sondern den Bogen 
LIN = dt 


abwickeln. Dabei ist aber 
(6) LN=dr=CL.dg, 
(7. GH=do=CG.dp = CL.dg+ LG .dp 
=dr+ LG .dg, 
und zwar gilt das fiir Figur 128 wnd 129, wenn man auf 
die Richtung der Strecken Riicksicht nimmt, d. h. wenn 


man beachtet, daf 
CL=— LC 


ist. Kehrt die Gerade AB in ihre urspriingliche Lage zu- 
riick, so findet man durch Integration aus Gleichung (7.) 


(8.) Jao = fix + LG fag. 
In dem durch Figur 127 dargestellten Falle, wo der 
Pol M auferhalb der Kurve K liegt, ist Jay gleich Null, 


so dal 
Sao = fdr 


liegt, macht die Gerade AB eine ganze ‘Unidioktig’ ok } 
sie in ihre eee Lage ee _Es ae also 


: ae Sig = Qn . Ses 
= “ und Gleichung (8.) eoht ber in = Co ae ee 
(9) fia = Jée LG ek ae 
Also auch Satz 2 bleibt in. Kraft: nur ‘dies konstanite. = 
: Gréfe a2x ist durch die konstante GréBe ax +1. LG. on 

_ za ersetzen. Den Proportionalitatsfaktor 1 und die kon- — 
stanten Gréfen a’x bezw. a’x+1.LG@.2x ermittelt man 

fiir jedes einzelne Instrument dadurch, da8 man mit dem 
Polarplanimeter zunachst Figuren susuieh deren Flachen- i 


inhalt bereits bekannt ist, am a besten Racie mit eee FE be 
Halbmesser. 


f 
Te ae ee 


XI. Abschnitt. _ 
Kubatur der Korper und Komplanation der 


-krummen Oberflichen. Mehrfache Integrale. 


. § 74. 
_ Kubatur der Kérper durch Anwendung einfacher’ 
Integrale. aa 
“(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 210.) ° 
Es war bereits in Abschnitt VI gezeigt worden, wie 


man das Volumen eines Rotationskérpers berechnen kann. 
Es wurde damals der Kérper durch Schnitte, senkrecht zur 


‘Rotations-Achse in unendlich viele, unendlich diinne 


Schichten zerlegt, die man unter Vernachlissigung unend- 
lich kleiner Groen héherer Ordnung als Kreiszylinder be- 
trachten darf. Ist z. B. die’ den Kérper begrenzende 
Flache durch Rotation der Kurve | 

(1.) y = f(x) 

um die X¥-Achse entstanden, so ist die Grundfliche eines 
solchen Zylinders ein Kreis mit dem Halbmesser. y und 
dem Flacheninhalte y*x. Da der Zylinder die Hohe dx 
hat, so wird das Volumen einer solchen unendlich diinnen 
Schicht 

(2.) dV =yadz, 

also das Volumen des ganzen Rotationskérpers 


(3) V=x/fyde, 
wie bereits in Formel Nr. 136 der Tabelle angegeben ist. 


Ein ahnliches Verfahren kann man auch fiir die Be- 
rechnung des Volumens bei anderen Korpern anwenden. 


ten und summiert die Voleuine dice Sibal n 

Zur Berechnung des Volumens der einzelnen Schichten — 
mu zunachst der Flacheninhalt ‘der einzelnen Schnitte als 
stetige Funktion von # bekannt sein, wobei «= 0Q der 
Abstand des betreffenden Schnittes von der Sa Z-Ebene ist” 
Hig. 182. se = (Fig. 182). Es 

- sei also F(a) der | 
- Flacheninhalt — 
eines  solchen _ 
Schnittes,  wel-— a 
cher in F(v-+4z) - 
iibergeht, wenn 
xum 4z= QQ: — 
_wachst,d.hwenn 
derSchnittdurch ~ 
~ denPunktQider 
X- Achse -gelegt x 
wird. 

Legt man durch die Um- 
grenzungen der beidenSchnitte 
F(x) und F(a -+ 4x) Parallele 
‘aur X-Achse, so werden die 
beiden Umgrenzungskurven 
der Schnitte in die YZ-Ebene 
projiziert. In Figur 133 sei — 
z. B, die Kurve_A BCJEFGK — 
die Projektion von F(x), und 
die Kurve ALCDEMGEH die 
Projektion von F(a -+ 4z). 
_Die beiden Figuren haben das 
Stick ALCJEMGK gemeinschaftlich; dieses Stiick muf 


4 


me me 


t 


i al gh Ran la hl lll 


man um 

(4.) a =ALCB und a= GFEM 
vermehren, damit man F(a) erhalt, wahrend man 
(4a.) 6: = AHGK und $= CUED 


hingufiigen muf, damit man F(a + 4x) erhiilt. 


oa eg * So wiv man im eee bei jedem Korper schlie- 
4 fen kénnen. Die Projektionen der beiden Schnitte werden 
ein Flachenstiick 


j 6) | -F@)—e=Fe+42)—8 

; aetna teen haben, wenn man mit « und £ die Summe > 

_ der kleinen Flachenstiicke bezeichnet, welche das gemein-— 

same Stiick bezw. zu F(z) und Fa + 4z) erginzen. In 
Figur 133 ist 2. B. ; 


@=a+o, und B=~,+ fo. 
: Dabei sind a und @ kleine GroSen, welche mit sz 
_ gugleich verschwindend klein werden, wenn F(x) als eine 
stetige Funktion von x vorausgesetzt worden ist. 
Bezeichnet man das Volumen der diinnen Schicht mit 
AV, so wird 4V im allgemeinen groper sein als ein Zylinder, 
_ welcher F(x) — a = F(a + 4x) — @ zur Grundflaiche und 4x 
guar Hole hat. Dagegen wird 4V wm allgemeinen kleimer 
sein als ein Zylinder, welcher F(x)4+ @= F(x + 4z)+ 
zur Grundflache und Ax zur Hohe hat, d.h. es wird im 


allgemeinen _ 
(6.). [F(a)— el4x = AV =([F (x) + Bl ax 
sein. Dies gibt 
AV 
(7,) F(z) as 7 = FQ) +b, 
oder, wenn man 4x verschwindend klein werden 1aBt, 
av 
(8.) Fas Fe = F(x), 
also 
dV 
(9.) + peeling F(z), 2 V = raf x)dz. 


Wie bereits hervorgehoben ade gelten die Schitisse 
nur im allgemeinen. af ee Flache, welche die be- 
trachtete Schicht begrenzt, kann méglicherweise zwischen 
den beiden Schnitten F(z) und F(x+ 4x) solche Ein- 
biegungen oder Ausbiegungen haben, da der Zylinder mit 
der Grundfliche F(z)—a und der Hohe 4z nicht ganz 


innerhalb der Schicht 7V liegt, oder dai der Zylinder mit. 


5 oi ce aes ee eo = a ae 
448 § 74. Kubatur durch soee 


der Grundfliche F'(x) — 8 and der Hohe Aa die Sch 


AV nicht vollstandig einschlieft.. In diesem Falle: lege man 
durch eine Gerade g, welche zur X-Achse parallel ist und 
die Schicht durchbohrt, eine beliebige. Ebene QQ.P:P . 
(Fig. 134). Diese Ebene sei auf der einen Seite durch die 
 Gerade g begrenzt und schneide die Figuren F(z) und — 


F(a ne Ax) bezw. in den Geraden. QP und Q,P;. Die be- “4 


} Fig. 184. _ grenzende Flache schneide c. _ 
SB . in dem Kurvenbogen PP, wel-— ig 
cher in den Punkten P, und ~ 


Pe beazw. den kleinsten und den 


-raden g haben midge. Dreht 
sich nun die Ebene QQ:PiP 
um die Gerade g, so mége vor- 
ausgesetzt werden, daf die aus- 


"eer TRY PRET) 


geschnittene Kurve PP,P,P, sich zwar andert, aber nie- 
mals die Gerade g schneidet. Dann peschvelion: die Pupkte — 


grbften ‘Abstand von der Ge- | = 


P, und P, auf der begrenzenden krummen Fliche zwei a 


Kurven, iene Projektionen in die YZ-Ebene jetzt mit 


F(x)— a und F(x)+ 8 bezeichnet werden mégen. Dabei 
wird wieder : 


[F'(a) — el4x = 4V =[F (az) + Blade 
F@)—124" eP@ +8, 


also, weil fiir verschwindend kleine Werte von 4x Sie 


Punkte P,, und P, mit P zusammenfallen, so daf c und 6 ~ 


verschwindend iain werden, 
av 
dies gibt wieder 


Aiee = F(a), V = fPede. 


7 


dx 


% 
In dieser strengeren Herleitung ist der zuerst be- 
handelte, am haufigsten vorkommende Fall eingeschlossen. 
Die Berechnung des Volumens der Kérper nennt man 
»,Kubatur der Kérper“. 


Pe 


=r ee ee ee 


L 


Be 
3 


eres 1b. 
Ubungs- Aufgaber. 

Aufgabe 1. Man soll das Volumen des Kérpers be- 
-rechnen, welcher von dem page Paraboloid mit. der 
Gleichung 
(1.) : Pb a2? = 2px e 
und von der Ebene mit der Glei- Fig. 185. 
chung z=c eingeschlossen ist - Pp 
(Fig. 135). . 

' Auflésung. Jeder Schnitt 

senkrecht zur X-Achse schneidet 

aus der Flache eine Ellipse mit x 
der Gleichung 


ato 292 
(2.) 7 Y — os ca — 
und mit den Halbachsen 
=V2%px, b, = 2px 


aus. Der Flacheninhalt dieser Ellipse ist bekanntlich 


(3.) F(x) = abn = ee, 
folglich findet man fiir das Volumen des Kérpers 
¢ c ; 
Ve _ pH fa PH pane _ OP 
(4,) V = [Fads = isms Cae = (a \ nee 


0 
-Aufgabe 2. Man soll das Volumen des dreiachsigen 
Ellipsoids 
a3 "ttn eR 9 
(5.) at BF ee 7 1 
berechnen. 
Auflésung. Auch hier ist jeder Schnitt, senkrecht zur 
aire eine Ellipse mit der Gleichung 
ee ay? a*z" 
(6.) a +i a se he) Bat— 2) * Aa?—22) 
und mit den Halbachsen 
Kiepert, Integral- Rechnung. 29 


See NE 


Das ote ary area wird daher oa 
bex gira mae aye dabex 
ye po 3 ey 3 io aeoret Wl y 


Aufgabe 3. ‘Man soll das Volumen des Kérpers be- 
rechnen, welcher von der Fliche 4ten Grades 


(10, ANT) glyph aE get ili a 
und den beiden Ebenen Sy a Ree alle aie, Vik a 
(11,) z=0 und xa’ . 


- eingeschlossen wird. Die durch Gleichung (10.) dangestalite : 
Flache heift: ,,Conocuneus von Wallis“. a 


Auflésung. Die Schnitte, senkrecht zur X-Achse, sind 
wieder Ellipsen mit der Gleichung \ 


"aioe he he ve 
3 a 
und mit den Halbachsen 


(12.) 


b ; 2 i * 

(13.) Cae b= 6, aa : 
folglich wird der Flacheninhalt eines solchen Schnittes — 
(14.) F@) = ab = — : . 
: 
4 


Das Volumen des oben beschriebenen Kérpers wird 
daher 


274 Ayes 
(15.) r= fone * fete ie =(§l- Bee 
Gisishiveltic, gewinnt man aus dieser Untersuchung 
Auskunft tiber die Gestalt der Flache. 


j Koordinaten- Ebenen Symmetrie-Ebenen der Fliche sind, | 


4 <> 


ae nis 
rp tae ; 
Mae aes isi 


ons infthraag mmttacer Tafegeaie . 


A Teacher (10.) ari sich BO ASL dal die 


a und aus Gleichung (12.) erkennt man, daB die Schnitte, 
senkrecht zur X-Achse, Ellipsen sind, welche alle dieselbe 


ow. a 


+) Gn 


Halbachse b=d haben, wiihrend die andere Halbachse 


a= a Init 2 proportional zunimmt. Die XY-Ebene (anid 


_ der Gleichung 2=0) schneidet die Flache in zwei BS pee 
Linien mit den Gleichungen 


(16). : ieee : iat Wes 


und die ZX-Ebene (mit der Gleichung y = 0) schneidet die 
| Flache in der sa -Geraden 


(17.) | a= 6, 


welche mit der Z-Achse zusammenfiallt, und in den beiden 
Geraden 


(18.) e=+6, z=—b. 


§ 76. 


Einfiihrung mehrfacher rhteaFale: 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 211.) 


In den soeben behandelten Aufgaben war 


(1.) V =/Fade, 


wobei der Flacheninhalt. der ebenen Figur F(z) nach den 
Ausfiihrungen in Abschnitt V selbst wieder durch Inte- 
gration zu ermitteln ist. In allen drei Aufgaben war F'(z) 
der Flacheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen a, und 
b,, also mit der Gleichung 


hese 
Q) — bity? + aye? = a7, oder 2= + 7 Var —y?. 


Nach Formel Nr. 133 der Tabelle findet man F(z) 
aus der Gleichung 
29* 


ceca 


+a 


F(a) = ee ry 


_ By Var — F 2 —¥ z+ meee 2 souin(¥ eee 
cs ‘ a a | _ Dabei war in den Autgsben 1, : und 3 vas : 
os ee of = ayaa ne 
4 | n=, Pee | eg 


Daraus erkennt man sao da8 in. der Gleichung (3) 
die Integrationsgrenzen —a, und + a Funktionen ’ von 7 
x sind. aaa 


In ahnlicher Weise wird auch die Aufgabe, das Vo- | 

~ lumen eines Kérpers zu berechnen, ganz allgemein zu be- — 

handeln sein. Den Schnitt, welcher senkrecht auf der — 

X-Achse steht, und dessen Flacheninhalt mit F(z) bezeichnet — 

worden ist, erhilt man, indem man in den Gleichungen 
der den Kérper oben und unten begrenzenden Flachen 


(5.) z= ge, y) und’ 2” == Atay) aa 
die Grife x als Konstante betrachtet. Setzt man _ 
(6.) 2 — 2 = g(x, y) — h(x, y) = fla, y), : 
so ist der Flacheninhalt dieses Schnittes g 

x2 Ys a 
(7, F(a) Ss dy = fle yy, . 
wobei im allgemeinen, je nach den Bedingungen der Aut- i 
gabe, j 
(8. N= G2), Yo= Wz) 


bekannte Funktionen von x sein werden. Da nun nach _ 
Formel Nr. 210 der Tabelle das Volumen des Kérpers 


8) a aac = fireae eee cs 


6. Bin fabri aehrfucher ae eat te 


eae 2 E ie 
’ 


ist, so “erhallt man mit Riickcht aut Gleidhnae 732 


a yr) 
(10) v = fii ee. dey + Jf yidy. 
; iy ; y _ 92) 


nennt man ,ein- Doppelintegral. Besondere Aufmerksam- 


a keit ist bei Doppelintegralen auf die richtige Bestimmung 


; 


der Grenzen y= wa) und y= ye: zu verwenden. 


Am besten wird man das angedeutete Verfahren 

durch die Behandlung einiger Aufgaben verstehen. 

- Aufgabe 1. Die Gleichung ~ 
(il.) p(z — 20) = xy 
stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar: man 
soll das Volumen des Kérpers berechnen, welcher oben von 
dieser Fliche, unten von der XY- -Ebene, vorn und_tiick- 
warts von den Ebenen y =c und y = d, links und rechts 
von den Ebenen x =a und x«=b begrenzt wird. Dabei 
mége z so gro gewihlt- sein, dai das durch die ange- 
gebenen Grenzen eingeschlossene Stiick der Flache ober- 
halb der YY-Ebene liegt. 


Auflésung. In diesem Falle ist 
(12.) a = 2 + re z= 0; 


die Grenzen der Integrations-Veranderlichen y sind kon- 
stant, denn es ist 


(13.) ye Cy yo A, 


Den Anadis auf der realiien Seite von Gleichung (10.). 


= 95 [ae2peda — 0+ @ — on) 


“on “[2ene +2 +05] | aa 

also , aie eu - ‘ sek 4 

ib) eee OU a EM ttpe tat He +a). ae 

Aufgabe 2. ie Gleichung a 
(16.). 2p(2— 2) = y? — mPa? 


stellt ein hyperbolisches Paraboloid dar; man soll das Vous q 
lumen des Kérpers berechnen, welcher oben durch diese 

Flache, unten durch die XY-Ebene und seitlich durch den 4 
Zylinder ; | hm 
(17.) ; ges AY eee in . a 
begrenzt wird. Dabei sei 2) wieder so gro8 gewahlt, dah — 


das von dem Zylinder eingeschlossene Stiick des Paraboloids 
oberhalb der. X Y-Ebene liegt. 


Auflésung. Eine Ebene, welche man durch den Punkt 

Fig. 186. Q@ der X-Achse parallelzur 
Fe YZ-Ebene legt, schneidet aus 
dem Kérper eine Figur F(a) 
aus, welche oben durch die 
Parabel 


zi 


AOst 


(18.) 245 5p 2P* + y? — mx’), 


W Q # * unten durch die Gerade 
(19.) 2” = 0 
und seitlich durch zwei Gerade W,P, und WeP> begrenzt 


ee Pe ee ee a ee 


m “denen der Zyl Tieden von Siesta Ebene _geschnitton phe 


wi rd (Fig. ei Dies- eit” 
Yo ag Tey 


E 0) v= va ffety a ap fief (2pzo as yr — ney 
: nA “a 


% ita se = 5 fal Ppeoy + as wal 


Nn 


Se te 


f 


iy ST py) dicen Falle ‘sind aber y, und yo Funktionen von 
@, denn der Schnitt, welchen man durch den Punkt Q der 
EX Achsa parallel ' zur YZ- Fig. 187. 
_ Ebene legt, schneidet den be- 
grenzenden Zylinder in zwei 
Geraden, welche auf der 
XY-Ebene in den Punkten 
W,; und W, senkrecht stehen , 
(Fig. 137). Deshalb wird 


eis fo a 5 V a? — x’, 


Y1 =—Vai—z 


und 


(22. V=— sp paeve—z ax? [Qpzo — mx? + 4(a? — 2*)| 


ms Cpe 4.0" £8 hieVe—# — x? — a =e thf 2dx Va? — 2. 
3p 
ty 


Eat 


Nun ist nach den Formeln Nr. 122, 120 und 123 der 
Tabelle 


d 
(23.) fracVar— -72 = Vee +o ed 


4) Va — 
os ; 2a? — 0) Va? — a? + a coun(2 


“Fin ae Rare 2 t 
(24.) [ae Va — 2x = 5 Vai — 2? + 3 are sin(~). 


se 


F Fae nt is = ys 
ey ee ee TD 


oe,” fs 


~~ 


By a eames 


Dies gibt nN Be Sest tes - ti Se 


+a - me at 


an , x he 


(8a) : ae oo eu Sere 3 
ue So oe | Sees 4 
a (24 a.) faxVa =a = @arcsinl = = 5 
aa also eas Paes . Bee I oe 
cS. ; Recs (6pzo + a?)arx (8m? + fia Lie 
ee (25.) Ves pp OR ae ag a me 
ey an cen Were ges oe 5 “a 
x orc [Spzo + (1 — m*)a?]. | . ‘a7 
* Aufgabe 3. Die Gleichung __ 
a. (26.) ; pz =P — mea? 4 
aa stellt wieder ein hyperbolisches Paraboloid dar, elohen die 
4a XY-Ebene in den beiden Geraden AC und BD mit den : 
ee Gleichungen : 
ec (27.) ae y= +mae und y = — ma : q 
; sonnei (Fig. 138); man soll das Volumen des _Korpers : 
. berechnen, der oben “von der 
Fliche, Sean von der XY-- 
, 


Ebene und seitlich von jou ‘ 
Zylinder 
(28,) <i ia? eg? a? "i 
begrenzt wird. . 

Auflésung. Wenn die Kon- — 
stante p positiv ist, so liegt : 
nur derjenige Teil der Flache | 
iiber der XY-Ebene, fiir wel-_ 
chen ¥?>m?a? ist; das Kérper- : 


4 stiick, welches berechnet wer- — 
den soll, liegt also ausschlieBlich tiber dem schraffierten 

Teile der Figur. Da-die XZ-Ebene und die YZ-Ebene 
Symmetrie-Ebenen sind, so geniigt es, das Volumen des 


ae i ae, Pa 


is £E tin “iil ik ti Aang” 


pes zu Raeey welcher iiber dem Krelecckier Cor . oe + 
man das gefundene Resultat noch mit 4 multi; 


mF, 
aX 
* 
* 


- plier. Es wird also ee Baas: 
— (29.) ‘Vad 4 face ody = = ® fish - — needy, ¥ he 
wobei wes ‘ = Vers - ag 
80) w= QP= ma, y= QP, =Va— ax, ae 
Gl)  m=0, m=O0F =acosa=—.© : Bes: 

: | mi + ei 
ist, wenn man den Wankel XOC mit a bezeichnet. Es ist aR 


namlich x2 die Abszisse des Punktes C, fiir den die beiden : 
Gleichungen ~ ; ; my 
y=Va—2? und y = mx n 
gemeinschaftlich geiten, fiir den also 
a* — 2? = mx*, oder 2°(1 + m?) = a? _ 
wird. - Deshalb findet man, aus Gleichung (29.) 


Vaz 5 

(32.). V =- jel oo nay | vag 
% 

a3 

7 


= 3p 2 fax [Va? — 2? a?(a? — ax") — Bmx + 2mizx3} 


Zz ey 


me 4 [ alas Va “3 — ql + anita Vae— x 
3p 


eat Z 
te ~ t 


: 4 2m* dz]. 


ol 


Nun ist nach Gleichung (24.) und (31.) 


(33.) es ra" yorma + sosin(? aa 


z1 


a... : 
ae [sina cosa + aresin(cosa)| 


_@# m 
5 IT + m? £5 Dre a; 
nach Gleichung (23.) ist ferner 


aR [sin «cos a(2 cosa — 1) + arcsin(co 


es a 


ier any 
und endlich ist a i 


e f i ol i ne a cosa ng eS ae Re) ae p At 

Be ‘ | A en eed weet es ee 

4 (35.) free =[4], \y costa at ee 
1 ' j i ; Bee 


i 


folglich wird nach Gleichung (82.) sy 


he. 


eee | oe ee a a 
oder ) A a oak 
S 4 . ¥ Ns * . 

(6) Vg [Bm + (1 — mix — 2a). Kets 


Aufgabe 4, Aus ciner — 
Kugel mit der Gleichung — 
(87) 2@+yt2—a=0 | 


Pit 
ae 


bohren die beiden Kreis- _ 
zylinder mit den Glei- — 
chungen. 
(38.) 27 ++ yy —ax =0 
“und = aaa 
etytar=0 S 
Offnungen heraus; wie 
gro8 ist das Volumen des 
ubrig gebliebenen Teiles 
Nee der Kugel (Fig. 139 und — 
oo 140)? ae 
| Auflésung. Die XY-Ebene schneidet die Kugel in 
einem Kreise mit dem Halbmesser a und die beiden Kreis- 


; 


* 
7 


6 cep nee, rare; - 
Bint ea 
, wit D a ahrang meh: ‘fa cher ar © 


40. tet man dara dau Punkt Q der Re Mchise einen \ 
.. F Sobnitt senkrecht zur X-Achse, so schneidet derselbe aus 
_ der Kugel einen Kreis mit dem Halbmesser \ 


(39) Qh =Vae—e ae 

ane aus dem einen Zylinder die beiden Geraden PYP, uid. 
PP, (Fig. 141), deren Abstand A=). 
QM-Vae—e Fig, a “4 

vom Mittelpunkt Q des an 

_ Kreises sich aus der 

4 Glei¢chung ; 

_ (40) 2+ y¥—ax=0, 
oder 
(40a) y = Vax — x 
ergibt. Der Durchschnitt 
des. Zylinders tiber O W,A 
mit der Kugelfliche ist 
in Figur 139 durch die 
Kurve CP,A dargestellt. 
Da der Kreis um Q auf (OQ=2, QR, =Ve—2, ! oY 
der Kugelfliche liegt, so QW, = Vax—a?. 
geniigen die Koordinaten 
der Punkte P, und Py der Gleichung (37.), die man auf G 
die Form 


wee —Vei—x# —¥ : 


Fig. 141. 


(A1.) 


bringen kann. Man erhalt da- 
her fiir den Flacheninhalt des 
Schnittes F(x), welcher aus den 
beiden Kreissegmenten Poleps 
und PRP,’ besteht, 


wy 
(42.) F(x) = 2 /\z — 2\dy 
A) 


Wee VAs. 2 
= 4/dyVa? — x? — y’, 
wv 


wobei 


48) eae foe pears toed % 
e ‘Nun wird Haeht Formel N . 12 or Tabelle = 
ae (44) ims ave =F + Geron( 


folglich ist, wenn man sae = a? — oe -setzt, ea ok we 


(45.) F@) = = [SVE 


wis 


eee 42" i : 

2 
ue oe 2 aresin( Vat 
hader mit Riicksicht Soh die Gleichungen (43.) 
ene 
F(x) = la? =a) (aresin1 — ane =) 


ae ais 2Vax—a x? Va? — ax 


also on 


L : (46.) F(a) = 2% oa G-wof Bye eV 


a, Setat. man, um jetzt E(x)dx 2 integrieren, in Formel _ 


‘Nr. 98 der Tabelle, nimlich in : ste. 
5 ‘ A ae 
Sis Jude = Ww — fodu, os sae fis: 4 
(47.) u = 5 aresin ms = dv = (a? — x*)dx, = 4 
also : : j : ite ¥ i 4 
. (48.) Pe nities kn CRN OS eee 4 
. a+ a)V ax : 
ere: so wird : : 
eo (49.) fe z)( er oare sin) x Jax 
we a Ag a ; 
I. — 
ste resin Pea poe 
: gma EX 2/41 eee 
3 i . 2 at 4 
ae = = — aresin]/5) oe — A ae dx 


Setzt man noch 


(50.) x == at?, also > da= Yatdt, Vax = at,. | 
so wird 


‘ ute 
“2 e : 
sal ae ae ; Phe ce Se 


2 a : : og fatesrale,* 
hee ee [ee ei 
Hs Sees: al +P) er | > ie 
is aie 2 ae fae 
} ae he oy 
2a —F + 5 + — a+ at a — 2arotgt] = 2a°(— ——},; S, “i 
| Z F i 
Bs pi da + acxins gleich ™ z ist, “= 
hee ; ak 
2) (a? — x?)( — * _arosin} nas ak ae 
: a+z2. i 
F ems 2a* 2 #3 a® 32 tA ced et 32a* Ag r 
34° 3\i5 ») a aH 
AufSerdem ist mit Riicksicht auf die Gleichungen (50.) . 
a Ee —2x) Vax . de" = ~ oft — ?)t . 2tdt == 2aif(e— rat Re 
0 0 ‘en. 
ah Bet 1\ 4a? 
rN § MRM LACS Y oath Wott ct 
| . E 5, 3 ay 15 i 
Deshalb wird : ; ‘ 4H 
a “x % 
64), V= a iw 
0 


__ 1284" f 16a® 


Sa | Ea 


Man hatte auch das Volumen V; der beiden Zylinder 
berechnen kénnen, soweit sie in der Kugel liegen. Zieht 
man dann das gefundene Resultat von dem Volumen der 


: Sheet Kugel, aie vo 


gelost. Nach Figur 135 ) 
Ni handlung — Ree oT he BS f 
(65.) eee fly Var 
wobei wieder — seth 


M66) hk eae 


rt 


ont 3, 
ist. Dies gibt nach Formel Nr. 128 der Teele 
Nog? Pya)= aly VEE P+ (0 2*)aresin( 


\ i Are 


: = Aa— ve se ot ey z 


4 


folglich findet, man > ‘e Tce Noes a Ne . 
(68.) naafrntesfomis 
0 aR cae e 
ey ooh + 4fee—s9icesny cde, / ; 
Nach Gleichung 53) ist a seas aa 4 
: 4a? awe ; 
(59.) fread i a— x)Vax.dxa = a5 | ae 


. 4 
5 . 
Setzt man zur Berechnung des anderen Integrals — 


.- 


‘uw = aresin /. aie! dv = (a? — x*)dax, 
also py 
adx ap Nh ze 
= —_-______ = AX— = © 
‘Qa + x) Vax as . é 


so ergibt sich durch partielle Integration 


(60.) fe—= arc sin dx = ee (ax —*) arc sin a =a 
0 


: . 21 fle 29Vaey, 
syge 6 atax i 


0 


eS ee ee eee 


- 0 
folglich wird 


$78 Hlftrang mete nog, 
“Nun ist ‘nach ‘Gleichung oD) | 
2 fata aVar, (82 
eee ope NIB —5) 


‘ 


2 coe as ed 
ata. 7B 


(61) fa? —2®aresin 


| gh 2am Bat 
he ; a a re ’ 
also. ert. 
es 16° 4a*x 12802 4a®x 16a? 
Rela Vier et TURP | Duwi oe: west Me ite 
_ Deshalb findet man wieder | 
‘i 4a°x 16a° 
(63.) V= i eis Vi=: ast 


Mit demselben Rechte, mit welchem man bisher die 
Schnitte senkrecht zur X-Achse legte, darf man natiirlich 
auch zunichst Schnitte senkrecht zur Y-Achse oder senk- 
recht zur Z-Achse legen. Wenn man z. B. in der letzten 
Aufgabe den Kérper, dessen Volumen berechnet werden 
soll, durch Schnitte, senkrecht zur Z-Achse, in Schichten 
zerlegt, so stellt Figur 142 einen solchen Schnitt dar, wo- 
bei OS =z der Abstand 
dieses Schnittes von der 
XY-Ebene ist. Die Kugel 
wird in einem Kreise mit 
dem Halbmesser 


(64) SL=Vai—2, 


und die beiden Zylinder 
werden in Kreisen mit 


Fig. 142. 


dem MHalbmesser 5 ge- uP’ 


schnitten. Da die Achsen SL und SM die Figur in vier 
symmetrische Teile zerlegen, so ist der Flicheninhalt dieses 
Schnittes 


ae fit 


te + ; t : : ; 2 oe 4 r 
(6) Fe- -18Pa - sf ae 


cae ist, so. dab Sarees thes eae 
(66.). = Va a hae Uk -B, y= Vee 

wird, fgion erhalt man. Pe ee i te ee 
: 67.) oF @= ca af Vea ea ce 2) Fre 3 \ ; x 


Im Punkte P, werden y/ und y einander plein: mat 
findet daher den Wert von 1, indem man 


(68,) y = y, oder a — 2—2 = = at — - x 
setzt; dies gibt. eS 
: See eh MURTY irae k ob 


Nun wird nach Formel My 123 aa  Tabelle 


to) fre ame — 2, de ar a 


22 See : ere 
:, fey ee x q 
= ZY 2 2 3 : 
=|- V a* — 2° — a* + ~~ are sin =) : , 
oder, wenn man 
(71,) z= acosg, 
also . A Aare ae a 
bas. 
iy] ‘ : (Je eee : 4 
x. q a } 4 
x \ 
setzt, a 
ZZ 7 
SOM Tosa ea Rey Sage a i 
(13) [Va = A Ban = [2 Versintg — 2 
0 
a? sin*@ i x @sin"@ 
+ ——— aresin( ———--~ )}> 
2 asing 
a 3 
We ae 
= 9 sin p(singcos@ + ¢). d 
Ferner ist, wenn man acne a 
(74.) x = asint, . 
y ¥ 


also 


5) be acest, eres ee Zasintoostdt 


Se) fev r—o= 2a? ot fi? niteosttdt = 2a? Seost—cos'yat x as 

| eg 

sas tae 

Be AS ee : 1 ; Ly)" “he 

2a [. joosttsint + geostsin# + st] j os 
, ; 2 en ¢ 
2 = 7 Bingeosg(t — 2cos'g) + 9}. ae 
F 4 Re. 
Aus den Gleichungen (67) (3) und (76.) folgt daher 3) 


a G7) Ea= 4 fdeVe = P= = 4 fieVar— 2 : 


Be sitcdinn anh Saletipaeeae 2Qcos*g)+g] — 
= a*[singcosp + g(2sin?g — 1)]. rd 
Dies gibt nach Gleichung (71.) 


a 0 ; 
CTE.) Vi 2 S/F (2)dz = 2a? Ke sin’y cos g—2gsin*p + psin g)dy 
0 mt 


Py 


2 2 fe 
— 20° SJsin’g cosgdg — Sy(sing as 2sin'p)dg| 
Dabei ist 4 
/ a ‘ ; 
*. Gian eer i 
(79.) Jsin’g cosgdg = 3 [sin?g], eee qi 
0 


sodann findet man durch partielle Integration 


Jolsing — 2sin'g)dg = /g(2cos’g — 1)singdg 


2 
eh (corp De 3 008°) gg —— a 
y Rua p 
= (cos —- cos 9) — s+ - sin p)e cos gdp 


3 
2 Big 
= @ cosy — 5, cost — zing — 5 sing, 


9 


also % 
Kiepert, Integral- Rechnung. 30 


Pe a ee / ia | ih Wet Garis: eA. 4 . 
wi ae Se } e 
ee (ing — Bate — = 6 = 


cut 


Theorie der inchrfachen Integrale. 
r : (Vergl. die Formel = pevelle Nr. 212.) 


ist, wird man ae die Kubatur. ae Kerpar see Doppd <8 
ee gefiihrt. und zwar in folgender Weise. Es war 


‘ y(z) i, 
(1) Fe) = Ste, pay. . 
f , wobei ai et Shy aay acy | a 
i (2) flay) Se — = gle, y)— May) 
| und ok Wee | | : 
ae ister a= 9X, y), 2 = Ka, y) 


die Gleichungen der beiden, den Kérper oben und unten 7 
begrenzenden Flachen sind. Bei dem in Gleichung (1.) 
aufgestellten Integrale ist y die Integrations-Verdnderliche, — 
wihrend x bei Ausfiihrung der Integration als Konstante — 
betrachtet werden mu. Deshalb diirfen auch die Grenzen 
(4,) Y= G(X), Yo= ya) . 4 
dieses Integrals noch Funktionen von z sein, wobei die : 
Gleichungen (4.) auf der XY-Ebene senkrecht stehende — 
Zylinder darstellen, welche den Korper vorn und riickwirts _ 
begrenzen. Das voter des Kérpers wird dann 


6 yz) 

(.) Heed = Jaye = fdx Sf (a, y)dy. 
2) } ‘A 

Dabei kann ae Fall eintreten, daB der Kérper, dessen _ 


Volumen berechnet werden soll, allseitig von krummen 


tae 7 . <pTe % ed 
=o fe. a, 4 | a 4 ‘a 
ee eat *s ~ a ee si wae 
1 ; e a ell? ah 


Theor: ae tt Totograe AGT is a 


- Ebenen sins Free denke z. B. an Ae ee des drei- 
4 achsigen Ellipsoids. Die vorstehende ‘Untersuchung bleibt 
aber auch dann | noch richtig; es schrumpfen - aber die» 
: Flachenstiicke Zylinder-Mantel_ . 

= 92) und y= wa) 

Z zu Kurven, in aoe, diese Zylinder den Kérper beriihren, 
und die begrenzenden ebenen Figuren in den Ebenen 

- 


x=a und r=b 
zu Punkten, in denen diese Ebenen den Kérper beriihren, 
zusammen, — 
Aus dem Vorstehenden folgt piace da$ auch um- 
gekehrt ein solches Doppelintegral stets als das Volumen eines 
Korpers betrachtet werden kann, der oben von der Fliche 


(6.) ; z= f(x,y), 
unten von der X 3 Ebene, vorn und riickwarts durch die 
Zylinder : 


7.) y1= G2), Yo = WX), 
links und rechts von den 
Ebenen 
(8.) Ma~-a, 22> b 
_begrenzt wird. Die HRich- 
tigkeit dieser Behauptung 
folgt aus Figur 143; dabei | 
entspricht der Gleichung 
(6.) die Fliche CDF'E, den 
Gleichungen(7.) entsprechen 
die Zylinder 'CC,£,£ und 
DD F,F, und den Glei- 
chungen (8.) entsprechen 
die Ebenen CC,D,D und FE,F,F.. Dabei wird haufig der 
Fall eintreten, daf die Figur D,F',£,C, in eine geschlossene 
Kurve iibergelit, die ,der Integrationsbereich A“ des Doppel- 
integrals genannt wird. 

Fiir einen konstanten Wert von 2, z. B. fir x= OR, 
erhilt man eine Ebene, senkrecht zur X-Achse, welche aus 
dem Kérper die ebene Figur : 

80* 


ae vont ES. eae 
(9) a 66H = - F(z) aie 


9) 


“giddohneldet., aes ee 
es: & - Aus dieser geometrischen Deutung des Doppe : 
ae auch, dal es als eine sie! von eweifach unen 


Der ‘betrachtets Korpar 
namlich durch die Schnitt 
senkrecht zur X-Achse, 
unendlich viele, unendlicl 
diinne Schichten zerle 
und jede_ solche Schic 
wird wieder durch Schnitte, 
senkrecht zur Y-Achse, in 
unendlich viele, unendlich — 
diinne Saulchen (Fig. 144). 
zerlegt, deren Héhe a 
(10.) QP=2=f[(@, y), . 
und deren Grundflache ein — 
unendlich kleines Rechteck — 
QQ193Qe2 mit den Seiten dz, 4 
dy und dem Flacheninhalte © 
dxdy ist. ‘ 
Da bei der Integration in bezug auf y die Gréfen — 


x und dx konstant bleiben, so kann man natiirlich die 2 
Gleichung (5.) auch in der Form 7 
& wz) 

(11,) V=/ Sfx, y)dxdy 
29) 


schreiben, wobei 
(12.) f(x, y)dxdy = zdady 
das Volumen eines solechen unendlich diinnen Siulchens — 
QQ:93Q2PPiP:P2 ist. Das Doppelintegral ist die Summe — 
der Saulchen, welche iiber dem Integrationsbereich A stehen. 
Daraus ergibt sich. da% man auch die Reihenfolge der — 
[ntegrationen andern darf, denn man kann auch zuerst die | 
unendlich diinnen Siiulchen, welche zu demselben Werte 
von y gehéren, durch Summation zu einer unendlich diinnen 


ia 


mer ee ee ee 


gus On di 
fas ows 


~ 


- Schicht vereinigen, welche zur -XZ-Ebene parallel ist, und 


aw 


_ Kérper erhalten. Zu beachten ist aber, daf hierbei im all- 
_ gemeinen auch eine Anderung der Integrationsgrenzen statt- 
 findet. © ee 3 

Nur in dem Falle, wo die Integrationsgrenzen g(x) 
’ und y(x) von x unabhingig sind, werden die Zylinder 


(13) > ¥=9@) und y= ya) 
_ in Ebenen / : 
(14.) y=c und y=d 


tibergehen (Fig. 145) Der Integrationsbereich A wird so- 
mit ein Rechteck D,F,E£,C;. Dann folgt aus der geometri- 
schen Deutung des Doppel- 
integrals ohne weiteres 


Fig. 145. 


Sh: b ug 
(15) Jdaffla, y)dy = 

a@ ‘ C ; 

. /dy Jf (x, y)az, 
denn | in diesem Falle ist 
der Kérper begrenzt von 
der krummen  Flache 
z= f(x,y), von der XY- ¥ 
Ebene und den 4 Ebenen 

C,CDD,, j EF F;,, C; CEE; -! D,DFFy 
mit den Gleichungen 


(16.) eed, w= b, yee, y=d. 
Dies gibt den Satz: 

Sind die Grenzen eines Doppelintegrals in bezug auf x 
und y konstante Gréfen, so wird. der Wert des Doppelinte- 
grals nicht geiindert, wenn man die Rethenfolge der Inte- 
grationen in bezug auf die beiden Vertinderlichen x und y 
umkehrt und die Integrationsgrenzen unverdndert lift. 


Jetzt ergibt sich von selbst, was man unter einem 
dreifachen Integrale 


ata Ht iittren We . 4% tee ry . p 
lignes ert § 77. Theorie der mehrfachen. itegrale. — 469 ; 


dann durch Summation aller dieser Schichten den ganzen — 


ie tas yz) ee ne 
fax fay Ste, y id Sous EN 


a gt) Mey 


Av verstehen hat. In ahnlicher Weise nee alot 
n-faches Integral erklaren und als -den Gren cee 
Summe von n- -fach unendlich vielen, unendlich : 
Gréfen deuten. Gre oh 

Es ist. Syeconis das Volunen eines Soe auch 


Bus oes yy) 


2% on faz = fade, 


ae ae, y) 


also bs ; = Sheen 
6 ya) gt, Y) / a G2) oe 


2 (17.) Vi = faa fdy Siz = [ faxdyde. 
“iy a ghr) Alr, x a tf A(z, y) x 

‘ai ; Hierbei ist dxdydz ein unendlich kleines recht 
Bets | liges Parallelepipedon (Fig. 146), welches: das Volumenelement q 
Pee. He ae SOnanht “wird. Die angegebenen Integrations- q 
i, 2 grenzen deuten darauf hin, da man zuerst in — 
ia Lh /) _bezug auf z, dann in bezug auf y und zuletzt — 
ean Demy, in bezug auf x integrieren soll. Man darf aber — 

auch die Reihenfolge der Integrationen iindern, 


nur mu man dabei beachten, daB dann auch die Integrations- _ 

ae grenzen durch Betracht§ng des riumlichen Integrations- — 

_ gebietes anders zu bestimmen sind. Wenn man z. B. zu- 

erst in bezug auf 2 integriert, so sind die Grenzen a, und 

x; im allgemeinen noch Funktionen von y und z, welche — 

durch die Gleichungen der begrenzenden Flachen cr- | 
‘ klart sind. 


‘i | § 78. 
f ; { c 
Einfiihrung von neuen Integrations-Verdnderlichen. 


(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 213 und 214.) 


Wie man bei den einfachéen Integralen durch Sub- 
stitution eine neue Integrations-Veranderliche zur leichtern 
Ermittelung des gesuchten Integrals einfiihrte, so kann man 
auch béi den n-fachen Integralen durch Substitution n 
neue Verinderliche einfithren und dadurch méglicherweise 


2s 


« 


_Linien durch den Nullpunkt, 


‘die Berechnung des mehrfachen Integrals 
leichtern. Bei einem Doppelintegrale — 


we 


coe? 


mee : V=S Siw, ydudy ie 
a es a gz) ; t 44 a: 
 setze man z. B. 

(2.) : . z= f; 1(u, v) } Y= fo(u, v) 


und mache u und v zu Integrations-Veriénderlichen. Wahrend 
aber bei der Darstellung von V durch Gleichung (1.) kon- 


stante Werte von x Schnitte, senkrecht zur X-Achse, 


lieferten, erhilt man fiir «=e aus den Gleichungen (2.) 
die Gleichungen 


B) OFT BEAG,»). y= fe oF 


welche fiir jeden konstanten Wert von ¢ einer Kurve in der 


XY-Ebene, also einer Zylinderfliche im Raume entsprechen. 


-Ebenso erhalt man fiir konstante Werte von v aus den 


Gleichungen (2.) wieder Zylinderflichen, welche auf der XY- 
Ebene senkrecht stehen. Setzt man z. B. 


(4.) xZ=rcosp, y=—rsing, 


indem man die beiden neuen Integrations -Verinderlichen 
mit » und @ bezeichnet, so erhalt man fiir konstante Werte 
von r konzentrische Kreise 
(Fig. 147), bezw.  koaxiale 
Kreiszylinder, und fiir kon- 
stante Werte von g gerade 


_ Fig. 147 


bezw. Ebenen durch die 
Z-Achse. 

So lange x und y die 
Integrations - Veranderlichen 
waren, mufte man sich den 
Kérper in zweifach unendlich 
viele, unendlich diinne Saul- 
chen zerlegt denken, deren 
Hohe z= f(z, y), und deren 
Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten dz, dy und dem 
Flacheninhalte dzdy ist. Jetzt wird der Kérper auch in 


ewelfaclh: nnendieh viele, unendlich 
der Hohe o nee AR ta 
®t afay= Fife Dy “fe y= Fw, 0) 
zerlegt, aber die Grundflichen PP,P3P2 (Fig. 148) sin 
| _mehr Rechtecke mit dem Flacheninhalte dzdy, sond 
kleine Vierecke mit den Ecken P, Py, - 
Pz. Die Koordinaten | dieser Punkte e: : 
‘sprechen nach den vorhergehenden =a S- 
fihrungen bezw. den Werten (u, 
(u + du, v), (w+ du, v nee v ia a 
_d.h. es wird . 


an 


Fig. 148. 


(6.) na=a+ oa u, is | YY Lola P 
i Sieg a RF eg 
: a naa de, ) mao 
: ok ake 
oh (8) mat aug dv, w=y+s reese q 
‘ a Nun ist der Flacheninhalt des Vierecks PP,P3P:, da 4 


eae man die Seiten als gerade Linien betrachten darf, 3 me: 
ae 9) G= 3[ayi—y)+ays—yt+edy—y)taly—y)) 

: = $[(#s— 2) (Y¥2—y1)—(#2— 21) (Ys—y)], e 
- oder : 

- %3—X, L2—2X 
(9a.) 2G = ; me ze 

Yao Py Uo . 
Dies gibt mit Racecreht auf die Gleichungen (6.) 


bis (8.) 
e) 0 0 0 
Soa San, Rae fea 
20 = | , , 
| Oy oy oy Oy 
aut +a -dv, ay ee ay 


oder, wenn man die Elemente der zweiten Kolonne von 
aanen der ersten Kolonne subtrahiert, 


Ox Ox Ox On=-OR 
eben ype (Someta Bon 
Ou Ov Ou Ou Ov 
(10. 2G = 2du = Qdudv 
~ | Oy OY ay Oy 3 Oy Oy 
du dv Ou | Gu’ Ov 


also 


4 oe a * a ys » 
Z , iy 
ns Si en 2 age cOis eur 9 


p tin nenen TaciaGein Wena einics “473, ye 


OG, oa ate du)! - 


Vertauscht man in dieser Gleichung u mit v, so andert 


sich das Vorzeichen von G. Da nun bei dieser Darstellung 


a die Veranderlichen w und v gleichberechtigt sind, so ist 
q aon) - Ga. \dudv, 


Ou De Ov Ou 


und zwar ist das Vorzeichen immer so zu wahlen, dai G 


positiv wird. Bei Einfiihrung der neuen Veranderlichen u 
und v miissen die Funktionen 

fitu, v) und fo(u, v) , 
so gewiahlt werden, daf der Ausdruck a a 


innerhalb des Integrationsbereichs das Vorzeichen nicht 
wechselt. 

Deshalb ist das Volumen eines solchen Sdulchens 
c1tj + Flu, v): Die aaa Bn. Bu: dudv, 
und das Volumen des ganzen Kérpers 


. Au) 
og Ox Oy Ox Oy 
(12.) V = +f fers v)- (5 ree a” )dudv, 
a@gu) | 
wobei man noch die Integrationsgrenzen aus der Gestalt 
des Integrationsbereichs richtig bestimmen muB. 


Den Ausdruck 
(13.) 5 Se 


nennt man ,,die Funktionaldeterminante“. 
Aus den Gleichungen (1.) und (12.) folgt ganz allgemein 
fir die Doppelintegrale a tata 


6 y(z) 
: oe 0 Ox Oy 
a@ G2) a g() 


4 Die Rechnung ist auch sehr leicht ohne Anwendung der 
Determinanten auszufiihren, indem man in Gleichung (9.) die Werte 
VOR %,—2, Yg—Y1; T— Ty, Yg—Y einsetzt. 


+ ae % 4 ‘a 
5 a al Frere £ Re ie as J tale oe 


~~ (15), = . ne 2 = resp, yar in Sik eine ie 
eee Polarkoordinaten einfihrt, wird % B. es era ih . 


AR np, 
5 re) , re j y C 
| ae eee 


die Funktionaldeterminante ist daher 


ay eas ap a: = rcos’*y + rsin’p: =a wah 


folglich geht, da r immer positiv ist, Gleiehong (14.) ber | a 


2 a pA) a 
(19.) vs Ste. ydady = =f ffreosg, pap ragdr. aon ‘3 
@ 92) a g(%) Like y 


Hier ist vorausgesetzt, daf man zuerst in pores aut’ f 
r und dann in bezug auf ¢ integriert; man kann aber auch — 
zuerst in bezug auf g und dann in bezug auf r integrieren, — 
nur muff man dann die Grenzen anders bestimmen. q 

Das in Gleichung (19.) enthaltene Resultat findet man 4 
noch leichter, wenn man nicht die Funktionaldeterminante 
berechnet, sondern beachtet, daf die Grundflachen PP, P3P, 
in diesem Falle kleine Rechtecke mit den Seiten rdp und 
dr sind (Fig. 147). : 


Wie niitzlich die Einfiihrung von neuen Integrations- 
Verdnderlichen mitunter bei der Ermittelung von Doppel- 
integralen ist, kann man z. B. aus den in § 76 behandelten 
Aufgaben ersehen. So war in Aufgabe 2 


a ae 
(20.) : Vicor 5 | Jeeve + ¥° — m’x*\dady. 
An 
Fiihrt man in diesem Falle fiir die rechtwinkligen 
Koordinaten x und y ebene Polarkoordinaten durch die 
Gleichungen (15.) ein, so erhilt man nach Gleichung (19.) 


tet ne ke Ue 4 d ! : aR 
‘ae v= — bff 2 Zo “+t tae — nts ea 


$3 r t } 


= ig” 


. == ited [par + (int — oe 
0 


ant dies gibt ca Formel Nr. 99 und 100° der Tabelle in 
Ubereinstimmung mit dem friiher Sea Resultate 


- 


bi ial 2 2a 
(22.).. Vi == gp | 12209 — s ata cea vey cosp ae. “3 arg 


~ _—, | 


‘ 2 3 a: ’ 
= EE [Base + A — mina = 
In Aufgabe 3 (vergl. Fig. 138) sollte , aa 


2 ¥2 


(23.) os V= ; / fv — m*x*)dady 


berechnet werden, wobei 

m=tga, y=maz, y=—Va'—z®, 1 =0, m=acosa 
war. Durch Einfiihrung von Polarkoordinaten wird nach 
Gleichung (19.) 


pasa: 
(24.) v= 3 fas > frasinty — m®cos*g)rdr 
P. 0 
| a 
"ea Fee bes op Bes \ 
= Op (sin*p — mos god, | : 


also nach Formel Nr. 99 und 100 der Tabelle 


4 e 
(25.) V= = [—(1 + m*)sing cosg + (1 — m*)g], 


= mal _ m*)* + (1 + m?)sing cosa — (1 — my), 


er 


“oder, da 1+ m= 1 tate pas Bt 
. 


ee Ae 26). 3 
ie “tat ee 7 
oe = My Bp hae ae on a 


sy : eth y Ai ot ea 


Set — 4 war nach den A 
eer sari: (4) in  § 76 (Nine Nea ee teers fond 
ci C ‘fi, aay Va—x2 Sitar Sas yin heats : vies ; ts 5 
tke (Aisa oe —3f fre Sai SP dedy. a “, 
ne aos a 
Durch Kinfiihrung von Polatkoordinaten wird» nacl ie a 
figenns A RAR Ser Se nec RE SEIT 
(28.) Y= 8 fas fran ‘a2 amas r2, She : \; : 
0 acos—p AG ‘ 4 § 
also nach Formel Nr. 124 der Tabelle 5 RS a . 
- Ne a ee 
x beat . : 
(29.) We2s ee 50 — ONG Ea a al Ws : a 
x ZCos yp. a ee 
6 ae 
4 % x 
oe yee a es - 
as et sintoas =— = (1 — cos®g)d(cosg). 
se SaaS ath ve 
- Dies gibt wieder 
ni . 8a La Pe 16a® 
‘ - (30.) v=— of [cosy — 3 60s al ce 9 : 
§ 79. e 
: Das Gaufsche Fehlerintegral. 
‘ (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 215.) 


Mitunter wird man sogar einfache Integrale dadurch 
ermitteln, daf man sie auf Doppelintegrale zuriickfiihrt, die 
man durch Kinfiihrung von neuen Integrations-Verander- 
lichen leicht berechnen kann. Es sei z. B. 


| mu berechnen dann ist Sees wenn man x mit y vertauscht, — 
© 
, : 
3 alee fat es 
Ae ; oes 
“Indem man die Gleichungen (1.) und (2) miteinander 
multipliziert, erhilt man” 


(3) = r= fe erate ire -f fees 


Dieses Integral sisi das Volumen eines Koxpors ¢ dar, 
_ welcher oben durch die Rotationsfliche 

(4.) z= ety’), 

unten durch die YY- sie ‘" 

Ebene und = seitlich rh oe 

durch die XZ- Ebene 
und durch die YZ- 
Ebene begrenzt wird 
(Fig. 149). _ 

Durch Einfiihrung 
von Polarkoordinaten 
findet man daher nach 
i eran in §78 


Tee 


(5.)' J? niJever 


Dies gibt, indem man 
(6.) r2——t, also 2rdr = — dt 


setzt und die in eer gegebene Cie re beachtet, 
a 


2 
—o 1 A 
(7) P=;  firf = foie ses fas =7) 
0 


folglich wird 


» 


Dieses theese aie eine whee Rolle. i es 
- ren _Vermessangskunde, und | zwar auch teat 


poutiven Wert x hat. Gawebnnen setzt 1 man dann e 


(9) ci a fete = 200) s ! 

und nennt die ine an P(z) das »Gaupische Fehler Sa 

gral“. Da } a 
d@(x) 2 se RS 

10. alert RAEN Neo ; 

o cs all a 


fiir alle Werte von x positiv ist, so ergibt sich aus Glei- 
chung (8.); da #(x) von 0 bis 1 bestindig wichst, wenn q 
-g alle Werte von 0 bis co durchlauft. Zur Berechnung 
der Funktion (x) beachte man, da nach D.-R. (12. Auf. 
lage), Formel Nr. 93 der Tabelle | 3 


; , 
(11.) ni 2+ e Hey 


eine Reihe ist, die fiir alle Werte von x gleichmaBig kon- — 
_ vergiert. Man erhalt daher cutee. Buca welse Integration ; 


Uae ie x ob Cox . j 
ia we r= fe ee acts a: ee 


eay ! Wegen der vielfachen Anwendungen des Fehlerinte-_ 
grals in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und in der Ver- 
messungskunde hat man ausfihrliche Tabellen dafir auf- 
gestellt*). Hier mége es geniigen, die folgenden Werte 
i anzufiihren: | 


z | 00 | ot | o2 | 08 05 | 06 | 07] 08 | 09 


P(x) ((0,0000)0,1 125]0,2227 0,3286/0,4284 0,5205|0,6039 0,6778|0,7421|0,7969 
a 


j LALA TERS CoP 


*) Vergl. die Funktionentafel yon Jahnke und Emde, Seite 31 
bis 42. 


se ee > 
By 2 : 


| 


‘ eget 


9 See ig 


7 0 ol eee a ei Maa 


Man erkennt hieraus schon, “dab tie. Radaherons der 
Funktion @(z) an den Grenzwert 1 fiir limz = oo auBer- 
 ordentlich schnell erfolgt. Da dieser Umstand fir die 
_ Anwendung von Bedeutung ist, mége hier noch das Ver- 
halten von (zx) fiir coaee Werte von x besonders unter- 
sucht werden. 


Durch Fexlogung fe Integrals 4 J erhalt man 
(8) Sm festan = feta — fein — 4 V2 —fe-Mie. 
0 0 z z 


Setzt man jetzt in die Formel fir die partielle Inte- 
gration 


u ey, dv = e-* , 2xdz, 
also 
__ (2n -+ 1)dx i 
du = Sears hel QyInt2 ? e-?, 
so wird 
; ‘o-8dx e*  QwW+1 fe-Wdx 
at) pw pa gf gaa 


a 


Dies gibt fir n = 0, 1, 2,...” 


ee 1 fe-“dx 
—z a. ae 7 
fr dx = = =f ee 


pee Bah AI DES Ee ae md ’ 
gen Qg2ntl 2. gente 


Zz Zz 


rode e-* Qn +1 1 (ete 


etgh ot 


eS Or AS ae ae 8 io 
(15.) [ove os ig + eaae (23)? andes Sp 
eee a AS 3. pee sap os cS 


B...(2n tee : 
oo EONel Ua eh manne 


x ‘ =a 


eal 
Da die Funktion at ==, /mit wachsendem ua 


ez? ~ 


nimmt, so ist der gréfte Wert, den sie zwischen ‘den Int 


grationsgrenzen annimmt, = Deshalb wird nach Formel 
Nr. 171 der Tabelle wae 


; Pet) ee ares oe | 1 f% tex ia F 


als das letzte Glied, das man bei der Entwickelung in Glei- 
chung (15.) benutzt hat. Dabei wird man fiir n keine be- 
sonders grofen Werte nehmen, denn durch Vertauschung 
von m mit »+1 wiirde man in der eckigen Klammer noch > 
ein weiteres Glied erhalten, das sich von dem vorhergehen- 
n+l 
2x8 
vom Vorzeichen abgesehen, nur dann kleiner ware als das 
n+l 
2a? 
Setzt man daher » = 1, so wird 


Se penal GV 


wobei 


F 2 aie q 

One heer a 

folglich ist 4 

eee e159 5 2 On 1) 4 
. © ee ( 
“ah d. h. das Restglied R ist, vom Vorzeichen abgesehen, kleiner : 
q 


den nur durch den Faktor ane 


unterscheidet und, 


vorhergehende Glied, wenn 2 ein echter Bruch ist. © 


pt eee 


; : Be ve. den Gleichungen (9.), (13.) und (19) erbilt man 
20) 1 — #2) oe oe fetis we 2 edz 
Val Onn Val 
#5 Or Sere 1 2 
a ty, 
Dies gibt fiir 1— da) den Naherungswert Te, 
e* .228Vx 


durch dessen Berechnung man die > folgende Tabelle findet: 


Unterschied 
zwischen dem 
wirklichen und 
dem berechne- 
ten Wert 


‘Dabei ir ea 
Wert von Fehler sgn Wert von 
M4 


tx Ha) kleiner als 1— a) 


1 || 0,1038 01088 —_—«| 0.1578 | 
2 || 0,004 52 0,00065 ‘| 0,004.68 
3 || 0,000 0219 0,0000013 | 0,0000221 


0,000 000 015 4 | 0,000 000 000 5 0,000 000 015 4 | 0,000 000 000 0 


Berechneter Wirklicher 


Diese Tabelle zeigt erstens, daf die Annaherung von 
d(x) an den Grenzwert 1 schon fiir x= 3, und noch mehr 
fir «=4 eine auferordentlich starke ist, und zweitens, 
da8 man bei einer Genauigkeit von 5 Dezimalstellen die 
Gleichung (20.) sehr wohl fiir die Berechnung von &(z) 
benutzen kann. Fiir r=4 gibt die Gleichung (20.) die 
Werte von zx) sogar bis auf 9 Dezimalstellen genau. 

Dabei mége aber hervorgehoben werden, da bei der 
Berechnung von x) im allgemeinen 4 Dezimalstellen ge- 
niigen werden. 


§ 80. 
Komplanation der Flachen. 
(Verg]. die Formel-Tabelle Nr. 216.) 

Wie man sich den Bogen einer Kurve zusammen- 
gesetzt denken kann aus unendlich vielen, unendlich kleinen 
Sehnen ds, d.h. wie man die unendlich kleinen Teile des 

Kiepert, Integral- Rechnung. 81 


Bogens einer utes als gerade Linien hetrachten ka 

kann man die unendlich Keinen Teile einer gekriimmt 
Flache 3 
(1.) — Fa, y, rae 0) oder 2= flay) 
als eben betrachten; man kann sich also die poked 
Flache als die Summe von zweifach unendlich oa. 
endlich kleinen ebenen Stiicken vorstellen. 

- Verbindet man nimlich einen beliebigen Punkt P 
Fliche mit allen unendlich nahen Punkten durch ger 
. Linien, so sind diese. geraden_ Linien Tangenten der Fla 
im Punkte P und liegen im allgemeinen | sdmtlich in eine 
Ebene, welche die Tangentialebene der Flache im Punkte 
P genannt wird und die Gleichung a 


(2) Pia’ — x) + Fry! — y) + Fe(2’ — 2) = 0, 


oder 
(2a.) fa oe — nt Sy —y) a 


hat. (Vergl. 'D-R., 12. Auflage, ee Nr. 254 der Tabelle) 4 

Legt man alse wieder unendlich viele Schnitte, senk- 
recht zur X-Achse und senkrecht zur Y-Achse, so zerteilen — 

Fig. 150. diese die Fliche in unendlich viele, un- — 
endlich kleine Vierecke PP,P;P2, deren 
Eckpunkte simtlich in der Tangential- 
ebene des Punktes P liegen (Fig. 150). 
Man kann also das Viereck PP, P3P, als 
eben. betrachten und findet den Flaichen- — 
inhalt dO desselben aus der Gleichung _ 


(3.) PP, P3P2.cosy = dO . cosy 


= Q0193Q2 = dady, © 
wobei QQ:Q3Q2 die Projektion von : 
PP,PsP» auf die XY-Ebene und y der Winkel ist, welchen | 
die Eeteeneaicu des Punktes P mit der XY-Ebene 
bildet*). 


*) Der hierbei angewendete Satz ergibt sich unmittelbar aus 
Figur 151. . 

Wird naémlich das‘ beliebige Viereck PP,P;P, in der Ebene « auf 
die Ebene « projiziert, so liegen die Lote QP, Q,P,, Q3Pa, QoPs. 


al 
a 


evs 


ow 


i a had 


Q,. Ree, 


oe day! § 80. Komplanation der Flichen. — 


“ Dabei ist nach Gleichang (2.) und see in diesem Falle 
F. 
’ ay cosy = VTE s = Slat aac is 5 a 
e % 2” 3 Zz Zz 
ew | J+@)+ 6 
& folghich. wit sara 


cick ear 1 man bezw. von “den Bikes PCP Py, P, auf die Ebene «, 
fallt, in den Ebenen PSQ, P,S8;9,; P,S,Qp, P:8,Q,, welche durch die 
Eckpunkte des Vierecks PP, P,P, hindurchgehen und auf der Schnitt- 
linie AB der Ebenen « und « senkrecht stehen. Die Winkel PSQ, 
P,8,Q;, P,S3Q3, Po82Q- sind alle dem Neigungswinkel y gleich, so daf 
| SQ=SP.cosy Fig. 151. 
SQ, = 8,P, . cosy, 
S393 = S3P,. cosy, 
S2Qo = SoPo. cosy 
ist. Da nun das Pa- 
ralleltrapez 
SQQAS, = 

4 (SQ + S,Q)). ss, 
und das Paralleltrapez 
SPP,S, = 

4 (SP + S,P;). 8S,, 
so folgt mit Riicksicht 
auf die Gleichungen (4.), 
daB 


(5) SQQS,= 


/ 


(4) 


SPP,S, . cosy. 
Ebenso findet man 
(6.) ; 8,2,935, = S,P,P,S; . cosy, 
(7.) S3Q3QoSq = SzP,PyS,. cosy, 
(8.) S,Q0Q8 = S,P,PS . COS y- 
' Dies gibt 


9.) — -QQ19s%2 = S121 9s53 + S325 Qo5 — SoQ.QS — 8QQ,8, 
= (S,P, PS; + S3P3P,8, — S,P2PS — SPP,S8,) cos y 
= PP, P;P,. cosy. 

In ahnlicher Weise kann man zeigen, da8 die Projektion F, 
eines Beliebigen Polygons F in der Ebene « auf eine andere Ebene 4 
gleich F. cosy wird, wenn y der Neigungswinkel zwischen den beiden 
Ebenen ist. Da man eine krummlinig begrenzte Figur als ein Polygon 
mit unendlich vielen Seiten betrachten kann, so gilt die Formel 
(10.) F, = F. cosy 
auch fiir jede beliebige ebene Figur F und deren Projektion F;. 

31* 


rally a 
heh t 


a 5-6) an ee 


Die Integration dieses Ausdruckes in . bem 


streifen. Reset te a 

Integriert man dann: noch in _ bezag auf ‘2%, 80 erh 
man die ganze Oberflaiche | : Be: 

“8 ye) VB yey es 
13.) 0 =ax{%¥ VFFLFFEFP =[az| dy a a) +( 

a 2) a@ gz) 

Die Berechnung des Inhalts krammer Oberfliich 
nennt man: ,Komplanation der Flichen*. 4 2 


Sse, Ol a 

Ubungs-Beispiele. = “4 

- Aufgabe 1. Die Gleichung ie 
(1.) pe = zy 


stellt ein gletchseitiges hyperbolisches Paraboloid’ aan man 
soll den Inhalt der Oberflache zwischen den Ebenen i 


f 
(2.) eo == Q und: x= a, Te und seat 


berechnen. . 

Auflésung. Das hyperbolische Paraboloid wird a 
den begrenzenden Ebenen in geraden Linien geschnitten, | 
so daf die gesuchte Flache die Seiten eines raéumlichen © 


Vierecks miteinander verbindet. Aus Gleichung (1.) folgt 
dabei : : 


(3.) 


: 


Oz Oz im 
Oz p Oy ~p 


PAG) iieee 


ale Siete oe Bien 


— = si a caaaeae ace ee 


a eS i VPP TR t+ orn( oy iene ve Vee 


Setzt man . = ay 
a. (2 Ee | aan 
so wird | mre 
(8.) ¥ v= px + ee eek * (8p? ++ x) 
. BA 8 J / 
ey dues xdx . dx d 


oR oe on foreseen 


Dies gibt ee Formel Nr. 129 der Tabelle 


7 
c 
a} 


ba ta 
“eS 
<a 


- 


pete ee ee Se ee ee. Fee 
CHV PERL ay Vp bit at pie 
nae (Vp?+0?+2°—bjxdx  —-axdx ‘ . 
Gta\Vp 4h pe Pte 
et May Eom ane Sh, S 
(p+ apr oepa® 
folglich erhalt man nach der Formel 
Judv = w —Jodu 
durch partielle Integration 


(10.) fo +2%)1n(~" sepa Oa dx 


Vp? +22 
_ 22,3 eee) (Bp%a*+-ax4)da § 
got ree) errr: 


ane nga epee tae eae ee 
a + pVpt peta : 


(ac? + 2p*)dar vob ane as eae 
Sp a (p> + 2Vp pas 


3" a a+ Vette 
<P Tat eee ae 


< ‘ ol ; da 
oe PAVE TES = 


- Setzt man noch | t 


(12.) V re b= ¢ und 2=c.tgl, q 
‘so wird = z 4 
(13.) da= af Vi FP Fat : 


mat Vrib pa 2 8 cs paste 
also 


‘Wenn man ferner . 
es (15.) bsint = pw, also ‘boost . dt = pdw 
einfiihrt, so findet man aus ae 2 
= dx ae /bsint 
oe -eVPLete = rho ae, iy 


14 dx Re On Gb OOOS EL Oe _fest at a 
“ le eee Pie VP Lee pico eee c oe a 
4 


s oe ea te( ba _) 
pb. pVp? +o + 2 
folglich geht Gleichung (11.) tiber in | 
Zand 
(17) f (a* + 3p?2x*\dax 


(+ Vet P pe 
ae aa, Sp? — 88, pet Vette 
gene tg a ae aad 
__ 2p? ba 
Bare te(- Py =3)) 


und Gleichung (10.) ergibt 


; 0 
vf pee aa EE AN : 
Z ap? +anCye Ve rene TREE 


4 amass ot FCPS Orie 
eerie ae ae 241 p2 3 Pear es 2 ;) 
| Vp? +26 Vp re 
Da nun ars nach Formel Nr. 129 der Tabelle 


(19.) oa PLeLe = PPT 2 


, 4 +B +n ct+VP +P +e x} 
‘ Vpe+e : 
ist, so folgt aus Gleichung (6.) 


(20) 0= laa 1 CLI, 2+Vp LYRE 


VpP+e 
Oe b4+Vp+P+a2 bx 
In = aa 2 a 
Ae Vp? +a? )- 3 ~arotg pV p+ P +a? | 
also 


} (21.) ont; app Ort comin (CAVES Were se) 


See a+Vp+a+b? 
BK Ep tren Veen BB ote aT arn) 


i bei dieser Aufgabe die Integrationsgrenzen kon- 


stant sind, so hatte man auch die Reihenfolge der Inte- 
grationen umkehren kénnen, ohne die Grenzen zu andern. 


Aufgabe 2. Die Gleichung 
(22.) Qpe = x? — y? / 
stellt wieder ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; 
man soll den Inhalt der Oberfliche innerhalb des Zylinders 


(23.) a+ 2 = a 
berechnen. 
Auflésung. Aus Gleichung (22.) folgt 
Oz jeg? Oz 
(24) a go se Ei, 


Ox Dp oy p 


: Diels Finfihrung ¥ von ‘ebenen aegis , 
man nach, ‘Formel ‘Nr. al4 et Tabelle : 


un ff, 


af oe ps 0=$fofrs +A 3 we 


and daraus nach Formel Nr. 130 der Tabelle oe 


5.4 


ae REG a 
45F 2) ae Lege, 
sau ee Sh dp|(p* ere all 


A a Ea ES: 
-s[o + apt a — pF |p — 


Skier q 


Auch hier hatte man die Reihenfolge bei den Inte-— : 
grationen andern und die Gleichung (27.) auf die Form i 


\ 


% 


a 2 a Tae 
29) O= 5 frarVp* +r fap == frarVpt tr 
ON ne 0 0. 


xr. _4@ Oar MANS De 
=> od [ ptr Vp? + | = ak pita) p+ a — P| 
3p > 3p 
bringen kénnen. . 


uy _ Aufgabe 3. Man soll denjenigen Teil der Kugelober- 
: flache mit der Gleichung 


(30.) 2? + y?+4 22—a?=0, oder z= + Va?— 2? y? 


berechnen, der von den beiden Zylindern 


- 


ora as i: (eral. ‘dig ‘Figuren 1 139 bis 142) 
; _ Auflésung. Aus den Gleichun mace (80.) . folgt ; 
- @2) Fy = 22, Fy = 2, PF; = 22, ; " 
1 ge : et A at ‘ 
din VERE FT Fi —Vet Pye t= 
ey Fs Vaei—e—y 
Da die gesuchte Oberflache durch die Koordinaten- 
Ebenen in 8 symmetrische Teile zerlegt wird, so braucht = 
man nur einen solchen Teil zu berechnen und mit 8 zu 
Jeanie Dadurch erhalt man nach den Formeln 


le 
ao 
bo 
rant 
for) 
1 
a 
Qu 
Bs 
Le | 
z 6 
= 


a on : 
(84) 0 = 8a tof te i Ce 
Vagus ; 
= fi [aresin |: 
Gas) 
also 
(85.) O = 8afdz. arcsin te, 
a+-2z 
Setzt man 
! x 
(36.) u = arcsin Ailes dv = dz, 
also 
adx 
37. se = 2, 
pes 2(a + x)V ax Lara 


so findet man durch partielle cs a 


Sia 1 a Vax. de ‘ 
(38.) az.aresin oar =|z. aresin ea Pir ) . s 
0 


oder, wenn man wieder 


*) Diese Aufgabe ist schon von Viviani (Acta Eruditorum 1692) 
etwa in folgender Einkleidung gestellt worden: ,,Kin halbkugelférmiges 
Tempelgewilbe hat zwei gleiche Fenster von der Beschaffenheit, daf 
der Rest des Gewdlbes eine quadrierbare Oberfliiche hat.’ Welches ist 
die Gestalt der Fenster?“ (Vergl. Joh. Bernoulli, Opera, t. III, p. 212.) 


= — alt — acta sees J 


folglich wird. nach Gleichung (85.) . NE nk i . 


a 


a eto 


(41) ; C= 8a/ aa . arc sin sata on nae bos 


(NG wa MDE eet Se) 
0 
Da die ganze Kugel die Oberfliiche 
(42.) K = 40e2x 4 
hat, so bleibt fiir den auBerhalb der beiden Zylinder liegen- : 
den Teil der Kugeloberflaiche | . q 
(43.) 0, = 8a?. eae 


iibrig. 


Die Lésung der Aufgabe wird pedeacend sinfachael q 
wenn man ebene Polarkoordinaten einfihrt; dadurch geht 
nach Formel Nr. 214 der Tabelle Gleichung (84.) tiber in _ 


4 ~ a a 


i ea Se 


2 acosp acuee 


Bee, (44.) O=8a de as ; = 8afagl— Va— | ol 
: LVa—a J" Ba 


< 0 
2 os | 
= 8afag [a — asing] = eae + cos 89], . 
* 
0 ’ 
a folglich erhalt man wieder \ 
3 (45.) O = 4a®x — 802, 
Aufgabe 4. Man soll die Oberfliche der beiden Kreis- 
zylinder 


46.) PA 0, und ne +ax=0 


¥ fBeréchnen! soweit dieselbe innerhalb der Kugel 
47%) et Fy + et@— at =0 


liegt. (Vergl. die Figuren 139 bis 142.) 

Auflésung. Die gesuchte Oberfliche wird durch die 
Koordinaten-Ebenen in 8 symmetrische Teile zerlegt; man 
braucht daher wieder nur einen dieser Teile zu berechnen 
und das gefundene Resultat mit 8 zu multiplizieren. Die 


_ Gleichung der Flache ist 


(46 a.) F(z, y, 2) = 2? + y7— ax =0 

und enthalt die Verinderliche z gar nicht. Damit die ge- 
gebene Methode anwendbar wird, muf man die Koordi- 
naten in Formel Nr. 216 der Tabelle miteinander ver- 
tauschen. Indem man z. B. y als Funktion von x und z 


‘ansieht, geht diese Formel fiir die Berechnung der krummen 
a ie tiber in . 


ap 
(48.) ss 0 = afte — VF + Fo? + Fs. 
a gay 


Aus Gleichung (46a.) findet man 
Moe Py Ona, Fi = Wy Fy = 0, 
(00.) Fi? Fy? + Fy? = 42% — ax + a? + 1,7, 
oder mit Riicksicht auf Gleichung (46a) 
(61.) Fy? + Fy? + Fs? = a’, VF? + Fi? + Fy =a, 
folglich wird 


: ‘te of dx r 
: = 8afdz | — = 4a [———————— fee. 
ee) 0 = Bad | or = 80 fs 
0 0 0 0 
Da 2, der Grenzwert von z, zu einem Punkte gehdrt, 
welcher auf der Kugel und auf dem Kreiszylinder legt, 


so wird 
a=Vei—e—y’, 
wobei aber noch nach Gleichung (46a.) 
x? + y* = ax 
ist, folglich erhalt man 


ay om su eae 


Beaty Be nate 
alga: yes 4 


ae 


wie iereniee Teil der Kageloberfliche, welcher aul 
der beiden. Zylinder liegt. yer 


: Aufgabe 5. Aus der Sehraubantiache 
(66). F(a, Y, 2) Se sy — ste 1S 0, oder te(Z a 4 
schneiden die beider | Koaxi len ‘Kreiszylinder 
OR OO ye eee 
und. die beiden Ebenen ~- eae \ 
68) (C= z=+5 


oa 


einen Teil der Oberflache heraus; man soll den Flichen- — 
inhalt dieses Teiles berechnen. * 


Auflisung. Aus Gleichung (56.) folgt q 
alte hh) UG py ep eee 
69) te(=)= ¥, Pi=1, P= aL +te(2)] 4 


\ - 


one aw + y* _ 
hs ‘ , < an | 
pee ty te +y? _e+y q 
; (60.) F?+F?4+ P= Toy gig es eae ne oe y, 
| Sore UNE Uo nie aie ae 
(61,) feelin 5 oe iti eyes oe Oe BoE casa a. 
Fs a Fad mf gy th y 
‘i also, da hier nur das obere Zeichen in Betracht kommt, ‘ 


a ete ty 
(62.) , 0 = few |: dy yo! aR 


Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ist unter- 
blieben, weil durch die Gleichungen ) 


a eee ee reosg, y = seg ia 
wee Rllageai ne Veruiacaiche eingefiihrt oie sollen. 
Gaye au man iit Formel Nr. 214 der Tabelle . 


+z 


64) wo-foel ~forversf Sa a rar 


no J 


a 


' 


‘pie penssaih g=—s 7 und g=+ 5 bestimmen aich 


a 2 
_ daraus, daB nach Gleichung (56.) oY 
: (65.) z= cy 


wird. Nach feaawel Nr. 129 der Tabelle erhalt man daher 


(66,) o= afer —Z[verepen( tty 


t 


=F [ve Fe—avarpapen(-th ete), 
‘i 2 | ‘ 4Vet+e 


§ 82. \ 


Einfiihrung zweier variablen Parameter. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 217.) 
Ist die Gleichung einer Fliche in der Form 

(1.) as f (x, y) 

gegeben, so kann man, wie es auch bereits in § 78 bei der 
Einfiithrung von neuen Integrations-Verinderlichen ge- 
schehen war, x und y als Funktionen von zwei neuen, von- 
einander unabhingigen Veranderlichen « und v darstellen, 


indem man 

(2.) t= fiw, v”), y= f{u, v) 

setzt, wo fi(u, v) und f2(u, v) fiir den jedesmaligen Zweck wy 

passend gewiihlte Funktionen sind. Trigt man diese Werte Y r 

von x und y in dié Gleichung (1.) ein, so erhalt man B 
ot 

(3.) z=f[fiu,r), fou, v)] = fae, 2). a 


Man kann also eine Flache durch die drei | leic 
(4). c= flu, v), Be ana f (ty v)) Zz art fi fu, v) xe 
darstellen; und umgekehrt: Sind die’ dret Gleichun 
beliebig gegeben, so stellen sie im allgemeinen*) eine F 
dar, deren Gleichung man durch Elimination v von wu und 
aus den Gleichungen (4.) erhalt, pool 
he den Gleichungen (1.) und 2.) folgt sodann Bah 

| ts __ 02 Ox | Oz Oy Sy, 
Sas e  O@ Ou ag dy Ou’ 
oa PIS : me Oz Ox . Oz Oy | 
ldo) Son Get Oy dy dv’ 


On: OY Ox oe Oz Oz Oy Oz Oy 


e © - Glov~ ae da) dng dude vou ¢ am 

: a3 Ox Oy Ox Oy\ Oz. Ox Oz Ox Oz vg 

@) Ou Ov dv Ou) OY Ou Ov. ~ Ov Ou | 7 

Setzt man also Ce 

eee Oy. 02: Ss 4 Oz Ox Oz On _ vee 4 

Ou dv Ov Ou " Ou dv Ov Ou : 

| dx dy On dy _ : 

36) Ou dv dv Ou ; “ 

: so wird 

x Ox Cuey C 

00) a +4 (G4 SVP TREO 


Deshalb erhalt man nach a Nr. 213 der Tabelle, 
da die Funktional- Determinante ig + C ist, 


a) = ffaxay)/14(52) + (52) = + & fae BBE, 


wobei nur das obere Vorzeichen einen Sinn hat. 


*) Hine Ausnahme findet nur statt, wenn die drei Funktional- 
determinanten A, B, C, welche durch die Gleichungen (8.) erklart 
| werden, gleichzeitig verschwinden, wie in der Flachentheorie gezeigt 
wird. Hier werde daher die Voraussetzung gemacht, daf wenigstens 
eine von diesen drei Gréfen nicht verschwindet. 


> = 


ge 2. Shines zweier eons Parameter. 495 BAN 


‘Wie dipeel Formel verwendet coe kann, moge das 
folgende Beispiel zeigen. ; 
Aufgabe. Durch die Gleichungen 
(12.) 2 = u® — Bur? — Bu, y = 32 — 302, z= R— glans Be 
wird eine Fliche dargestellt, welche die »Hnnepersche 
Minimalflache“ genannt wird, und auf welcher man fir 


konstante Werte. von uw und v zwei Scharen von ebenen . 


Kurven dritten Grades erhalt, die einander rechtwinklig 
schneiden*). Man soll auf der Fliche den Inhalt eines 
Vierecks berechnen, welches durch die Kurven 
(13.) WO, ub; v=c,-v sd 
begrenzt wird. — 

Auflésung. Aus den Gleichungen (12.) folgt 


Ox _ ner) Oy _ OE sr 
(a4) ou ee apoanee fo Ou ae 
oF — Gun, oY Gv, 2 _ 32—w—), 


deshalb wird 
| A = — 18u(u? + v? + 1), © 


(15.) B= Au? + v? + 1)? + v? — b), 
; C = 18x(u? + v? + 1), 
(16) A2 + B24 CO? = 8l(u2 + v? + 1}. 


Dies et men Gleichung (11.) 
(17) O= afi Ji u? + vy? + 1)2dv 


jel 9 fae fit + Qu%y? + yt + Qu? 4+ Qv? + 1)dv 


b 
= 9fdul(ut+-2u?+ 1\(d—0) +3? 41) P—e)+ (ae), 
also 
(18.) O=9[4G'—a®(d—o)- +} (H—°(b —a) + 8 —a)(—c*) 
+ 3(b8 — a®\d — oc) + 3a? — (6 — a) + 6— ald — oe}. 


*) Diese Linien sind die Kriimmungslinien der Enneperschen 
Minimalfliache. Davon soll aber bei dieser Aufgabe kein Gebrauch 
gemacht werden, weil in diesem Lehrbuche wegen der Beschrankung 
des Stoffes eine Erklarung der habia et nicht gegeben wer- 
den konnte, 


Fi ihr ‘man “riumliche Polarkoordinaten 


Ae sf anh AT ER eh OE pees . 
Uys eae. y= reosasing, | @ =rsind 
Fig. 152. AiG stele so- “ist” ve 162) 


und: QP Be Winkel x 0a, wel- 
chen die Projektion 0Q de 
Radius vectors ‘OP auf € 
ax Y-Ebene mit der positiv 
- Richtung | der X-Achse bilde 
es ; _ Wenn man bei der Darstell 
mt" : einer Flache 2 und 9 als die e 
beiden nuebhadeiget: Verdnderlichen betrachtet, so wird r 
, @ine Funktion von 24 und) g, also 


r= F(A, 9). as 
j ' - Setzt man diesen Wert in die Glechungen (1.) ein, 80 
erhalt man durch Differentiation 


ee c sd : ind a 

| a = Bz cosdcosp — rsinAcosg, | 4 

. Oy Or : PAN a a 
> jl OL cosdsing — rsindsing, 4 
4 Oz. Or : ; 
. ar ae sind + rcosa, : 

Ox Or fone ge c 

oa jenn cosy — rcosasing, a 

: Cy OOP Pes | 
EPs: ee cosdsing + rcosicose, , ie 

oz Or care | : 

op op”? } 


folglich wird, wenn man u mit 2 und v mit » vertauscht, 


4 
9 
ae 


aa vnlicher Polaron. aoe 7 a 


Oy) Or 
1 ingeonicosy—» Fesing—reos%ieose, 3 


; Or : 
B= =— 7 sin dcosising + F cosy —rteostasin g, 


@0A 


ae + roost. — pte Voor: 


a) if 4 Be +@= ee). cos*d + vale 5) + r'cos®A 


| ‘ | Bs rege [r2 + (2) Joost + »2(2 Cox 


also, da auch hier nur das positive Zeichen bei der Wurzel- 
ausziehung in Betracht kommt, 


: (5) A} 0=|fve aS 2 ag O2du dv 


= fry | [r* zn (=) Leet & aaa. 


Kanstantan Werten von @ entsprechen Ebenen durch 
die Z-Achse, und konstanten Werten von i Kegelflichen, 
welche die Z-Achse zur Rotations-Achse haben. Durch 

_ diese Ebenen und Kegel wird die Flache in zweifach unend- 
lich viele, unendlich kleine Vierecke zerlegt. Indem man in 
bezug auf @ integriert, erhalt man die Summe von diesen Vier- 
ecken auf einem ringférmigen, unendlich schmalen Streifen 
zwischen zwei benachbarten Kegelflachen. Alle diese un- 
endlich schmalen Streifen werden sodann durch Integration ig 
in bezug auf 2 summiert. Daraus ergibt sich fiir jeden 
einzelnen Fall die Bestimmung der Grenzen. 

Wie dies geschieht, moge die folgende Aufgabe zeigen. 


ere i, 


Aufgabe. Die gegebene Fliche habe die Gleichung 
(6.) (a? +4" + 2)? = ara? — y?), 
oder bei Hinfiihrung raéumlicher Polarkoordinaten durch 
die Gleichungen (1.) 
(7.) r? = a®cos*2.cos(29g) ; 


man soll die gesamte Oberflache berechnen. 
Kiepert, Integral -Rechnung. 39 


ee liegt. Die Xx Y-Ebene, in Cae a slcich ist, 
aR die Flache in einer Lemniskate mit der Gleichung — 
(8.) (2? + y?)? = = aXe? — y”), oder r2?= - a? cos(29). 
Gibt man g einen, konstanten Wert und setzt 


iB Soa aVcos(2p) = a1, fe 
so erhilt man den Durchschnitt der Flache mit einer Ebene, a 
welche durch die Z-Achse hindurchgeht. Die Schnittkurve a7 
_ zerfallt in zwei Kreise mit den Gleichungen : } 


PLO te he a,cos2 und 7 = — acost, | 
oder = 
Be: (10a) 2%-+ y? at ax und 22+ y? pe As 


Die Flache entsteht also 
aus der Lemniskate in der 
XY-Ebene (Fig. 153), indem — 
‘man samtliche Radii vektores _ 
OP 2a Durchmessern von ~ 
Kreisen macht, deren Shenelll 
auf der XY-Ebene senkrecht — 
Zn . stehen. ee : 

Da die Koordinaten-Ebenen die Flache in 8 symme- > 
trische Teile zerlegen, so braucht man nur die Oberfliche 
eines solchen Teiles zu berechnen und das gefundene Re- ~ 
sultat mit 8 zu multiplizieren. Die Ge von 9 sind — 


dabei 0 und = die von 2 sind 0 und 5 ae 


Fig. 153. 


4 Ths . 
Aus Gleichung (7.) folgt dann e 
(11.) ror = — a’cosdsindcos(29), 
Or 
bee Sener Lape Y Deets | 
(12.) r oy a*cos*2 sin(2@); 


deshalb aches 


(13,) » (Bry 53) = a gpsd vin kcos29) = = a*r’sin?2 cos(29), 


* 
- 


(ee j= ateostsin*2p) = en 20RD et 


Byer NO mis 1 
as) er Go 2 +65 ap ateos2) cost 
¥ -sin%29) 
OS Aa es + wt 008 ap) POE) 
Aas ieee Mae ee eos” 
sake, . ~ cos2y) — apes Coa 
Dies gibt nach OSE (6) 


Bor 4% z 4 = { nm . 
, 4 
6) 0O= = fin 2, = Bet fos dy 
a et eae 
3 : ee 
f cf. 2 atx? 
}. = 2a2n foostaai = ax [sindcosa ob a] ae 
F F 10 F 
es pce, a: 
- oe 
E a 
i ? 
; | 
; Z i 
K, 
< & 
382* 


der redsfioiti- Monicale ¥ 
und der Schwerpunkts -Koordinaten. | 


§ 84. 


Erklarung und Berechnung der Masse. 
eral. die Formel-Tabelle Nr. 219 bis ce 


tf 


benutzt wird, sind © 
1.) die Lénge, 
2.) die Zeit und 
3.) ‘die Masse. 
Als Massen-Hinheit mége hive die Masse eines s Kubies 
Naa dezimeters Wasser (bei 4° Celsius) betrachtet werden"), Der — 


rae .'*) In der technischen Mechanik wird als dritte Fundamental- — 

na gréBe nicht die Masse, sondern die Kraft zugrunde gelegt. Die Ein- | 

Boa! heit der Kraft ist auch hier das Kilogramm, d. h. die Kraft, die von — 
einem Kubikdezimeter Wasser infolge der Erdbeschleunigung g — 
(Schwere) ausgeiibt wird. Dabei hat die Konstante g unter 45° geo- 
graphischer Breite den Wert 9,806 Meter. Die Masse ist dann eine — 
abgeleitete Groke; ihre Hinheit ist die Masse, die von der Einheit der 
Kraft, d. h. von einem Kilogramm, die Beschleunigung von einem 
Meter in der Sekunde erhilt. Danach hat bei dieser Festsetzung das 


' il 
Kubikdezimeter Wasser die Masse — ° j 


Die hier folgenden Ausfiihrungen behalten auch fiir diese Er- ; 
klirung ihre Geltung, wenn man bei den Angaben iiber die Masse — 


1 
den Faktor 9 hinzufiigt. 


= 


‘die von den Massen infolge der Erdbeschleunigung g 
- Gehwere) ausgelibt werden kénnen. Diese Krifte sind den 
 Massen proportional, da an einem festen Orte der Erdober- 
- fliche die Beschleunigung durch die Schwere fiir alle 
Kérper den gleichen Wert hat. Man braucht daher praktisch 
zwischen Masse und Gewicht nicht so streng zu unterschei- 
den; d.h. die Doppeldeutigkeit der Bezeichnung _ , Kilo- 
gramm® als Massen-Kinheit und als Gewichts-Einheit ist 
ohne Nachteil. 

| Hat ein Korper, in Kubikmetern ausgedriickt, ie 
_ Volumen V, und in Kilogrammen ausgedriickt, die Masse 
M, so nennt man 


(1) Y= 


— 


die ,,mittlere Dichte“ (oder ,, Dichtigkeit) des Kérpers. Be- | 


_ halt dieses Verhiltnis auch fiir jeden beliebigen Teil des 
Korpers denselben Wert y, so nennt man den Kérper 
sshomogen“ und sagt, der Kérper hat die Dichte 
eee 
rin 
Ist der Kérper nicht homogen, so grenzt man um 


jeden seiner Punkte P ein kleines Volumenstiick 1V ab 


~~ 


- und ‘ppd seine Masse 7M. Das Verhialtnis = wird 


sich einem bestimmten Grenzwerte y nahern, wenn alle 
Dimensionen von 4V verschwindend klein werden. Diesen 
Grenzwert nennt man die ,,Dichte des Kérpers 1m Punkte P“. 
Da man in dieser Weise jedem Punkte P des Kérpers eine 
Dichte zuordnen kann, so wird unter Zugrundelegung eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems die Dichte 7 eine Funk- 
tion g(a, y, 2) der Koordinaten des Punktes P sein. Das 
Volumen-Element 

(2.) dV = dxdydz, 

das als ein unendlich kleines rechtwinkliges Parallelepipedon 
betrachtet werden kann, hat dann die Masse ~ 


(3.) dM = o(x, y, 2)dx dy dz. 


Fs “Vergleich der Mey sci mit ‘Hilfe dees Wage, d.h. Dg 
"man vergleicht die Gewichte, also die Krafte miteinander, — 


godrtokt durch das daitacne. cea 
(4.) gtr comer Mi finhale GH, Y; a)dz ’ : 


‘ an A - 
wobei die Integrationsgrenzen SiS ee 
(5.) A= G92, Y), 2= GAL, y); I = f(a), Yn = fx) 
durch die Gleichungen der a Komper begrenze 1d 
Flachen gegeben sind. = 
‘Ist die den Kérper eeailichenda Fliche durch R 
tation einer Kurve mit der Gleichung . 
y= fe) 

um die X-Achse entstanden, und ist die Dichtigkeit 7 ei 2 
Funktion g(a) der einzigen Veranderlichen 7, so daS die 
einzelnen Schichten des ’ Rotationskérpers homogen sind, — 
so hat das Volumen-Element “ 
dV = y*ndx ae 
die Masse : (a 
(Cys aM = 9x). y®xdx, 
und der ganze Korper hat die Masse ’ 


) M = x/fo(x)y2dx. 4 


Schrumpft der Kérper so zusammen, da8 eine seiner — 
Dimensionen im Verhialtnis zu den beiden anderen sehr 
klein wird, so kann man annehmen, dafB alle seine Punkte — 
in der nachsten Umgebung einer (ebenen oder) gekriimmten — 
Flache mit der Gleichung 
(8.) F(a, y,2)=0, oder z= f(x, y) 
liegen, so daf die Abstiinde aller Punkte von der Flache 
kleiner sind als die beliebig kleine Gréfe e. Wenn sich 
jetzt ¢ dem Grenzwerte Null nahert, so verliert der Kérper, 
streng genommen, seine Masse, bezw. sein Gewicht. Fir — 
die Anwendungen in der Physik und Technik ist dabei 
aber die folgende Auffassung hiufig von grofem Nutzen. 

Die Dichte sei bei diesem diinnen Kérper in allen 
Punkten, die auf einer und derselben Parallelen zur Z-Achse — 


ee 


Ai ets die aes so da y eine @ Panktiant von x und y 


2ve 


- 


einem endlichen Grenzwerte nahert, so He man, dve Fliiche 


. 


sei mit Masse belegt, d. h. man stellt sich die Flache als — 


schwer vor. Der Grenzwert, dem sich das Produkt 2y« 
nihert, heift dann die garenitehys: o(a, y) im Flachen- 
_ punkte P. 

Das Oberflachen-Element 


). 40 = aviy 1+: NG = SE PEP PTE? 


hat dann die Masse g(x, ydO, so daf man fiir die Masse 
des in Frage kommenden Flachenstiicks _ 


(10.) Me feel vi eae ay ee sa) 


— fax/ 2% y)dy Fy? ++ F? +. Fe? 
Fs 
a n e 


= 


erhilt, wo wieder die Integrationsgrenzen y, = /fi(2), 
Yq = fox) die Gleichungen der Zylinder sind, welche den 
Rand des Flachenstiickes auf die X Y-Ebene projizieren. 
Ist die Flache durch Rotation einer Kurve mit der 
Gleichung 
y = f(a) 


um die X-Achse entstanden, und ist die Dichtigkeit y eine 
Funktion g(x) der einzigen Veranderlichen z, so hat das 
Oberflichen-Element 


(11.) | “dO = 2yxds 

die Masse g(z)dO0, so da8 man fir die Masse der ganzen 
Oberflache 

(12.) M=2x Jole)yas 

erhalt . 


ee wird. LaSt man “jetzt wieder « sich der Grenze Null | ; 
: sia aber 7 peers in dem Mafe hehe daB sich 


. (famiscodaans kann die m 
in eine ebene Figur tegen \ 
_ Kurven mit den Gleichungen _ 


UB Ege ae ata 2 Aare 
begrenat ist. ‘Dann wird die Masse der ebenen Big 


Al 


(4) ee ee M = fisfoe eee 


“i 


4 


wo wieder g(x, y) die ‘Danegia im Punkte Ye ist. 
Schrumpft die ebene Figur zu einer mit Masse 


tt 


legten Kurve mit der Gigichuns OR RRR igh! 


’ 
f 


PT Ae 
zusammen, wobei man ae » Kurvendichte in 1 ahnlicher Wei ; 
wie vorher die Seehenene erklaren kann, : so. findet a 


eo Con = fotos — foto at + a. 


Ebenso erhillt man fir ae Masse des Bogen bei einer ‘ 
Raumkurve © 


(16)  M= = falc = Sole Vaa + dy? Fae 


§ 85. a 
Erklarung und Berechnung der statischen Momente. 
(Verel. die Formel-Tabelle Nr. 226 bis 230.) 


Unter dem ,,statischen Moment“ dY eines Massen- 
elementes, oder wie man gewohnlich sagt, eines Massen- 
punktes Pin bezug auf eine Ebene ¢ versteht man das : 

: 
; 
7 


Produkt pdM aus seiner Masse dM und dem Abstande p 
von der Ebene «. Die Gleichung der Ebene kann.man auf 
die Form 3 
(1.) xcosa + ycosf + zcosy —po = 0 | 
bringen, welche unter dem Namen , Hessesche Normalform* — 
bekannt ist. Dabei sind 


(2.) a= (YZ, 8), 8 = (ZX, 8), 7 = (XY, &) 


Ebe benen aie Gea ae ist der Abeiend des Rullonebess von 

_ der Ebene. Dann hat der Punkt P mit den Koordinaten 

_ 2%, y, 2 von der Ebene ¢ den Abstand 

3) p= + (wcosa + ycosg + zcosy — pi), 

_ wobei das Vorzeichen so zu wihlen ‘ist, daB p sic wird: > saa 

_ Hier mége aber immer . | | ie 

— Ba.) - p=axcosa+t ycosP + zcosy 2b Ae) S 
-_gesetzt werden, so daB p positive und negative Werte haben 
kann. Daraus ergibt sich fiir das statische Moment des 

Massenpunktes P mit der Masse dM der Wert 

(4) am = («cosa + ycosB + zcosy — po)dM, 


wobei wieder 


Oe re 


aM = (a, y, z)dxdydz 

zu setzen ist. Man sagt dann, das statische Moment habe 
einen positiven oder negativen Drehungssinn, je nachdem p 
einen positiven oder negativen Wert hat. Das statische 
Moment des ganzen Kérpers ist daher unter Beibehaltung 
der friiheren Bezeichnungen 


ey? tm, Yo & 
(5.) M = Jax fdy f(xcosa + ycos® + zcosy — po) G(x, y, 2)dz. 


n 
Bei einer Oberfliiche mit der Gleichung 
(6.) z=f(@,y), oder F(a, y, 2) = 0 
wird dementsprechend das statische Moment 
(7.) M = 
7 


i 
und bei einer Raumkurve mit den Gleichungen 
(8) y=f@), 2= 92) 

wird das statische Moment 


9.) M= feed +ycos8+ z2cosy — po) Va)V dx? dy?+-dz?. 


Ist die Dichte konstant, so kann man in den vor- 
stehenden Formeln die Faktoren (2, y, 2), p(x, y), (x), 


7 I(acosa +-ycosB + 2cosy — po) W(x, y)dy ji + a) a G aE 
”A 


ay 


‘reichen setzen. Man nennt dan aia. Ausdriicke ie 


a) mM = fain fay fecoose + ycosB + Foor — mae, : * 


NY NHN A 


(a) 7 an 


4 


fashesos + ycos 8 + ze08 niin 6G “y 


(9a) mix floomar york +008) — poW da + dy? de, 


bei denen die konstante. Dichte gleich e gesetzt ist, al 
,»statischen Momente der rein geometrischen Gebilde“. a 
An die Stelle der Ebene ¢ kann auch eine Gerade 
(Achse):g oder ein Punkt A treten. Dann mud man in| 4 
den Formeln den Abstand p von dieser Geraden, bezw. von | 
diesem Punkte A an Stelle des Abstandes von der Ebene ¢ ° 
xcosa + ycos® + zcosy — po 
setzen. Solche statische Momente wird man hementlonee 
dann zu betrachten haben, wenn es sich um eine beliiamy 
begrenzte Figur oder um eine Kurve in einer Ebene handelt. 
Man versteht dann unter dem statischen Moment eines 4 
Massenpunktes P mit der Masse . 


(10.) aM = gdxdy 
in bezug auf eine Gerade g mit der Gleichung — 


\ 


(11.) xcosa + ysina — po = 0 

das Produkt ‘ 

(12.) am = p.dM = (xcosa + ysina — popdady 
aus der Masse dM und dem Abstande i 
(13.) p=xcosa+ysina—po 
des Punktes P von der Geraden g. Dabei kann auch hier 
p positive und negative Werte haben. Das statische Mo- — 


ment der ganzen Figur, deren Begrenzung in iS 84 be- 
schrieben ist, wird daher 


Ss 


(14.) M = = fdx 2f(coos a + ysina — popay. 


cat 


4 - 
YP é 
eo —_ 


ca e Mi 


ae bia: raghstafeentn } 


. ies te 
= i ar ‘ahnlicher Weise findet man fiir das Hatieshe Mo- isi Bi: 
y “ment eines Kurvenbogens in bonne auf die Gerade g es: 
» “<7 oe 
¥ a6) | m= /icosa + ysina —pi9Vaa + 2, ae: 
3 Hat die ‘Dichtigkeit den konstanten Wort 1, so gehen ee 
die Gleichungen (14.) und (15.) tiber in ig ag - 
4. : - 2) "es Ce y ie a 
(14a.) M = flafovcote + ysina — pody, Eis) 
cy AnH ‘ : 7 
2 C2 pe. 
(15a.) M = /acosa + ysin « — po)V dx? + dy*. i 
|  -§ 86. a 
-Erkldrung und Berechnung der Tragheits-Momente. * 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 231 bis 233.) oe 
Unter dem ,,Trdgheits- Moment“ dJ eines Massen- 4 
elementes, oder wie man gewéhnlich sagt, eines Massen- . ¥ 
punktes P in bezug auf eine Ebene « versteht man das am 
Produkt p*dM aus seiner Masse dM und dem Quadrate des bs: 
Abstandes p von der Ebene «. Dadurch erhilt man fir ‘4 
das Traigheitsmoment eines rein geometrischen Kérpers o 
2h * a : 
eee JI = fda fay /pdz, ’ 
An A Z. 
einer krummen. Oberfliche : 
hp 
Oz¥ ozs 
ss 2 ee at 
2) om Je=fp ay) + Gz) + G,) 
7 “nm 
und eines Kurvenbogens * 
3.) J = Sp?V dx® + dy? + dz?, ‘ 
wobei . , 
(4.) p = xcosa + ycosP + zcosy — po 


ist. Handelt es sich um das Trigheits-Moment in bezug 
auf eine Achse oder einen Punkt, so bezeichnet p den Ab- 
stand von dieser Achse, bezw. von diesem Punkte. 


“Erklirang des Schwerpunktes und ‘Berechnung ‘ 
seiner Koordinaten. OSE 

veel die Formel- -Tabelle Nr. 234. bis 240.) | 

ean ae Baraichhet. man don. Kirze wegen die Dichtigkeit 
Be _ _Ké6rpers im Punkte P mit 9 statt mit Ga, Y, 2), o 
seine Masse Pitre Formel Nr. 219 der Tebellels Pur 
(LY EO ae M Jia foe 


Ayn 4 


Setzt man i eae 


(2.) Daa s= finer = a Sr 


; : , 1 a Ye 22, : t a 

qs (BN 1= 4 fecfevforae, BS es ate e 
‘ % “ ; Sed Wiese) CANS ‘y wa ar ‘ 
y s ¢ 3) awe en a a u faz dy feoae, ? . * 

fe ay ry ma A ‘ y 
oN. so ist das suehe Moment des ganzen Korpers in beng 
Saaes auf die Ebene ¢ mit der Gleichung a 
ai (5.) xcosa + ycosf + zcosy — po = 0 S 4 
nach Gleichung (5.) in § 85 a 
ae ‘ 
aa (6.) Wt = fie lay eboee a ‘yeose + 2008 popdz r 
‘a : : Pi Pi ete | 
Iki = M(Ecosa + ncos8 + Scosy — po). | 
ae Aus dieser Gleichung erkennt man erstens, daf die — 
a Groen §, n, $ von der Lage der Ebene e unabhdngig sind, — 


und zweitens, daB der Punkt S mit den Koordinaten §, n, 6, 
wenn man thm die Masse M des ganzen Korpers beilegt, in — 
bezug auf jede beltebige Kbene « dasselbe’ statische Moment — 
hat wie der Kérper selbst. : 

Man nennt deshalb diesen Punkt § den ,.Schwerpunkt 
oder den ,,Massenmittelpunkt“ des Korpers. 


a 


Baie 

‘Bbenen. 

Ist die Dichtigkeit gy eine Konstante, so hebt sich 
"dieser Faktor gy im Zahler und Nenner der Ausdriicke fiir 
—& nS fort. %: 

a Abnliche Untersuchungen gelten auch bei einer Flache 
und bei einer Kurve im Raume. 


Bei einer krummen Oberfliche war 


zi MOR a ps Pe 2 
7.) = fax fody)/1 + a) + (5 iy 
z dt n 


, . u 


Setzt man dann 


@ etn 


(9, ~ifty few yit ley es (oy) 
(10.) sao 5= i fisfeoanpi+ Gay Gy yp a) 


so wird das statische Moment der Flache 


mn 


“a 


iv. 
-— 


(11.). mM = 
2 ‘2 5 5 
5 fasfecoon + ycosB + zcosy — powwdyy/ 1 + GS) if. Se) 
1 "nh , 
: = M(gcosa + ycos8 + cosy — po). 


Auch hier sind also die GroBen &, 7, ¢ unabhingig 
von der Lage der Ebene ¢; sie sind die Koordinaten des 


Schwerpunktes S, der die Eigenschaft hat, daB er in bezug — 


auf jede beliebige Ebene ¢ dasselbe statische Moment hat 
wie die Flaiche selbst, wenn man dem Punkte S die Masse 
M der Fiache beilegt. 


z 2 As ane 1 ee ees oe NEN 
i Koord din iat des Schw erp nktes. vie ~ “DUS 7 


PS i pie Lainie ME, Mn, MC sind AEBS. die statischen : : e 
_ Momente des fe in beaug auf die drei Koordinaten- 


VEL Rose 
ys - 


2) | — ufos, = 


sd 


es wae Eas ge 
“aay i op, tis rods, “yy ipa, 
eohel der Pankt S mit jen ‘Ropedinited® ‘ nS. 
an Kurve dieselben Eigenschaften hat wie vorher bei 
ad K6rper, bezw. bei der krummen Obertlache. aan 
ay Es sei insbesondere die den Kérper sun gianna 
_ Flache durch Rotation einer Kurve mit der Gischanes 


y=fa) 
um die X- Achse entstanden, dann ist die Masse = Korpers 
( 14) M = afoaryac, 


wobei die Dichtigkeit g(x) nur eine Funktion der einzigen 3 
Veriinderlichen x sein mége. Der Schwerpunkt liegt dann — 
auf der Rotations-Achse. Denn fibrt _man durch die 
Gleichungen e 2 


Y= 7 COSY, B= ysiny*) — P 
Polarkoordinaten ein, so findet man nach Reomal Nr. 24 
der Tabelle in diosce. Falle | | 4 


ef’, Say fuskeds = = 9a) fay Jute , a 
= ola Jal ae wrdr 
eg 
= (0) [siny] "= 0, 


Jufesoae = ofa) fay fede 


mn ee 


=e wea doh sinwrdr 
tp : 


= 92) [— cosy}"* = 0, 


<a rane 


*) Hier ist der Witkel mit yw statt mit gy bezeichnet worden, 
damit eine Verwechslung mit der Dichtigkeit » vermieden wird. 


7 


ne BD rest 
1B ors * * re 


ae © hi : Km, 
} 51. Koorinten des 2h 


ty Bey ies t. = 0. een ; 


- Dagegen ist 


| Palen - sofas | | nae Be 


Wide A107 


2 
4 = tga) far fir — la) ep fae ; 
\eon 
x)r +n Be - 
Be le eee eee .. 
s A \ ‘ 
also, da hier | (om 
zy f r=y= f(z) 
za setzen ist, ; ‘it 
(16) b= ap Sy vende. j 
‘Ebenso findet man bei einer Fliche, die durch Ro- 
tation der Kurve : 
y = f@) 
um die X-Achse entstanden ist, . 
i= 0, #6 ='0, 
wenn die Dichtigkeit g eine Funktion g(x) der einzigen ca 
Verinderlichen z ist. Dagegen findet man g, indem man - tg 
die Flache durch Schnitte, senkrecht zur Rotationsachse in am 
unendlich viele, unendlich schmale ringformige Zonen zer- a 
legt, die man als Mantel von Kegelstumpfen betrachten 4 
kann. Die Masse einer solchen Zone ist > 
. aM = 2xg(x)yds 4 Z 
und ihr statisches Moment in bezug auf die YZ-Ebene ist Bex: Pe 


aM = 2xaxg(x)yds, 
. folglich wird 


(17.) M = 2x Joey, 
(18) hats ae gles. 


. Zo ‘ ; re ie 
et) ~ af a Wee = 


a9) or ee a ‘und n= . 
begrenzt wird, aces man dab nach Forel Nr. 25 


Tabelle die Masse ee ie # 
i iad ge to 


Soy Nae ~ fief oar 
war. eed man teat nee 


4 * ‘ 


coe 


in bezug auf die Gerade 9 


Z2 2 # 


C2 ean 4 Cen) 


ae = UGoosa ae ans ae 


(22,), a M = /dex ff (xcosa + ysine — pp) Ole, ity 


bezug auf jede beliebige Gerade dasselbe statische Move , 
hat wie die ebene Figur selbst. Deshalb heift S der — 


. Schwerpunkt“ der ebenen Figur. 


Bei dem Bogen der ebenen Kurve 


y = f(z) 


war die Masse nach Formel Nr. 224 der Tabelle 
(23.) M = Joads = Joa) Vda? + dy? ; 


setzt man jetzt 


a ve ey ata 
24) = ay fesladte, 1 = 5p funleyts, 


cat Eat 


so wird das statische Monn in bezug aut die Gerade g 


nach Gleichung (15.) in § 85 


(25.) Mt = aca + ysina —. po) p(x)ds 
= M(§cosa + nsine “= Ho) + 


ca 
a ee at ye 


of See eee Oe 

he ee Guldinsche Regeln. 
a (Vergl. die~Formel- Tabelle Nr. 241 und 242.) 
‘, Der Kinfachheit wegen mige -vorausgesetzt werden, 
gleich 1 setzen darf, weil sich bei der Berechnung der 
s Merwerpurkts Koordinaten §, 7, ¢ der Faktor » im Zihler 
und Nenner forthebt; d.h. es soll hier nur der Schwer- 
_-punkt der rein geometrischen Gebilde, aufgesucht werden. 
_ Man erhalt_dann aus den Gleichungen (20.) und (21.) in 
 § 87 fiir die Masse und fiir die Koordinaten des Schwer- 
punktes einer ebenen Figur, welche durch die Kurven 


y2 = f(x) und y: = f(z) 
os und unten begrenzt ist, die Werte 


Beh) a = fioin — ys) = Sits — fi(a)\de = 


Te ee 


2 


@) “€= Flour — wide = file) — floor, 


Ty Yr CS ae ; 
1 1 , 
(3.) oe ia dx fydy = OF ftv? — y?\da 
cal “A 71 
1 5 9 9 | Ls 
= oR ft [fol(x? — f (x) |x. 


Das Volumen des Korpers, der durch Rotation der 
ebenen Figur um die X-Achse entsteht, ist nach Formel 
Nr. 136 der Tabelle 


(4.) V=Vo—VY= afyedx —-- aly2dx = aflys? — yr dx, 
folglich wird 
(5.) V= 272. F. 


Kiepert, Integral- Rechnung. 83 


da die Dichtigkeit g eine Konstante sei, deren Wert man — 


‘ oy aD Oy SE $Me «ON “ Mio inans te) Gee bys a ; 
RS ee eS ne et “ ot ee hn eae : tuk th s4* 
PRR TMC ON ee Go ep ar ee are 


a 


Dieses Fvemiel gibt den eras odie Ss 
Satz 1. Rotiert eine ebene Figur F um eine be 
Achse , so ist das Volumen des von thr beschrieben Si 
tationskérpers gleich dem Flicheninhalt F der ebenen Fig 
- multipliziert mit dem Umfange 2nx des von ihrem Sch 
ee punkt beschriebenen Kreises. (Erste Guldin sche Regel. 


S$ aa - Ferner erhalt man aus den Gleichungen (23.) und (2 i 
i in § 87 fir die Masse und die Koordinaten des Schw ae 
. % punktes eines Kurvenbogens in der Ebene a + ee 
ty a Z2 az eo. 
. (GES M = jds = s, ‘§ ae s fed es z yas. : 
rs 2 Zi 2 sf . é 

Der Flaicheninhalt der Oberflache, die durch Rotation 
or: des Kurvenbogens um die X-Achse entsteht, war nach - 
a Formel Nr. 141 der Tabelle 4 
.. (7.) O = 2x ryt, . 


folglich wird _ 
(8.) OLS One: . a 

Diese Formel gibt _ = 

Satz 2. Rotiert ein Kurvenbogen s um eine beliebige — 
Achse, so ist der Flicheninhalt der von ihm beschriebenen 
Rotationsfliche gleich der Bogenlinge s, multipliziert mit dem — 
Umfange 2nx des von seinem Schwerpunkte beschriebenen 
Kreises. (Zweite Guldinsche Regel.) 4 

Mit Hilfe dieser beiden Satze kann man auch um- 
gekehrt zur Berechnung der Koordinaten des Schwerpunktes_ 
bei Figuren und Kurvenbogen in der Ebene dieselben Rech- 
nungen verwenden, welche schon bei der Kubatur der. 
Rotationskérper und bei der Komplanation der holes 
flichen ausgefiihrt worden sind. 


i 3 


§ 89. 
Ubungs - Beispiele. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 248.) 
Aufgabe 1. Die Gleichung einer Parabel (Fig. 154) ist 
(1.) y? = 2px, oder y = V2pz; 


mar moll die He codinsten des Schwerpunktes berechnen: 
a) fiir das Flachenstiick OQP, . 

_ b) fir den bei der Rotation vy ca ear 
um die X-Achse von OQP m4 
‘ beschriebenen Rotationskér- 
. / per, - . 
__ ¢) fiir den Bogen OP, 
da) fir die von dem Bogen- 
- OP beschriebene Rotations- 


R 


fliche. 2 
j ; ee Hier ist (vergl. Aufgabe 2 in § 19) Be 
2) F=fydz= V29/2 4 ip a= 2 V2. er. ae 3 


; und nach Forme Nr. 939 der Tabelle 


. 2 ac 
“3 f" ae hes se ot, a 
+4 

gs 1 20, _ Dy = 

0 0 . Ss 

folglich ist : < ae 

“ e 

(6.) 5? ne a 


Daraus ergibt sich fiir das Volumen des Rotations- 
kérpers (vergl. Aufgabe 4 in § 25) 


_ One. Wa, BYE , 2ey _ ay? 
(6.) V = 2nx Pe ae er 
Fiir den Schwerpunkt dieses Rotationskérpers erhalt . 
man nach Formel Nr. 237 pg Tabelle : 
- 8 HM. 
5 fore =? > a ae — "0 : Z ss os 
also ; he 4 
cP y* x 
7) §= Bay*x ae 


Die Linge des Bogens OP war (vergl. Aufgabe 1 
in § 27) 
83* 


= 0 . Reset es 
also nach as Nr. 128 und 127 der. Bel 
@). §= t (tyr ae. 4? PW PEPE 


a 
="s5 ass [ev + a = ” a ein ) 


n=] foe ~ jo Vp? + Be = 
= also nach Fommel Nr 160 der Tale = 
1 
2 2 iets Bere 
(10, : = ipl? + Ves Pp. 


Der Flaicheninhalt der von dem Bo OP teschrio: 
benen Rotationsfliche daher (vergl. a ‘2 in § 3 3 


=< = O03 Daas i = 5 P® + y)Vpt + tere A 


Fir diese Roe ae wird nach eS Nr. 238 
oo Tabelle 


3 : ae | 
g= 4 0. pie cp foaney eee 
eae 


i= oder, wenn man a = 
setz : 
e (y) 
eS en age = t° —F| ¥ 
§ Opes (2 — p?)tat ont : 


(0) 
= Gopi OOP lo, = TEopal? tee TPA —2ph) 


= TEops lO + ve — WV FF + vi 


also 


ee By + py — — pH P+ ot 
2 - 10pl(p* + Vp? + y? — p*) 


ices 2. Ein Kreis (Fig. 155) sei gegeben durch — 3 
g die Gleichungen 3 Ps 
13)  @ =acost, y=asint; — ; 
- man soll die Koordinaten des Big. 156. 

_ Schwerpunktes berechnen: 


; B 

g a) fiir die Flachenstiicke eto 

ee und QAP, | 

= b) fiir die bei der Rotation um 

o die X-Achse’ von OQPB 7 


beschriebene Kugelschicht 
und fiir den von QAP be- 
__ schriebenen Kugelabschnitt, 
% c) fiir die Bogen BP und PA, 


_ _ d) fiir die bei der Rotation um 
4 die X-Achse von BP beschriebene Kugelzone und fiir 
die von PA beschriebene Kugelhaube. 


Auflisung. Hier ist fiir die Fliche OQPB 


z ft 
Aes L: 
) OQPB= fydx = — a fainted =— a’ — ysinteost +. 9 é] 
. 


=F E(siatooe! see Re t), 
also, wenn man die Fliche OQPB mit F, bezeichnet, 
1 a? Fae E 
(14.) , Fy = 5 + z arosin(=), 
und nach Formel Nr. 239 der Tabelle. 


z 
a? 
(16.) § = jut = — i, sin*t costdt 


¥" ee 


=i fe at coat 
A ie a 
also 


ees os aes eee 


P mit ate Punkés: SL zasaramen; 1 man mn erhillt daher fiir 
Quadranten des Kreises oe . we 


f 


2 ee 
(17.) r= Sarcsint = 92, eee 
qa) pa Ae ee 


3a?x 3x ~ Gao B25 oe 


Fir die Fiche F, gleich QAP erhilt man 


PF, = — |— . mint oodt + a) Se ne (t Eines: =. 
anes 2 Pe aa a 
; also se | oe 
= ay a 

‘ (19.) Fo = a are cos (~ ory 5 

: a .. 4.0 asin 8 

2 Stree Th) hte oe . 
(20.) § 3 eisin’y, 3F BF, 3 


= or 7 (2a* — 3a?x + a). 


21 wi lait = bone eee * Sete < Soa 
( g moan — 3 008 kei — a eigen Be 
i 

Setzt man hier not, also x = 0, y= 4, 80 erhalt 4 


man auch hier fiir den Quadranten des Kreises wieder 


. ax 4a 4a, : 
22. = a a2 ; 
) a 4 § ; 3x 1 3x 4 


at Daraus ee sich tar das Volumen der bei der Ro- _ 


Z tation von OQPB ‘begehriebenen Kugelschicht (vergl. Auf- 
Babe 3 in § 25) 


4 ay fiir das Volumen des von QAP peschrisbenen Kugel- 
$ abschnittes 

a : 8 372 
(4) <<. Groans y= Bt 

_ Fir den Schwerpunkt von V; erhilt man nach Formel 
Nr. 237 der Tabelle 
4 : => 5 fate = — OP foatsint 
| 2 

t> 2 


atx : 3x(a*— y4) 
= 4V, 7 bil od iz ja) Seieeer sin‘t) = ee ’ 
also & 


nee 3(2a2x? — HA) 3(2a? — 2 )a 
gl So 4(8a?x — #8) 48a? — 

Fir den ge a von V2 erhalt man 
axsin‘t _ a ae 
Gr — 7p, lent) ay, — aot ade a’ 
oder . 

Pd oe ee Oe Boal, 
; ~ 420? — Bex +2 4(2a+2) 

Fir ¢=0, z=a, y=0 gehen V, und &; iiber in 

2a?x 3a 


(27.) Vie So? hen aking 


und fiir t=3 z=0, y=a gehen V2 und § ebenfalls 


in dieselben Werte V und  iiber. Dieser Wert von § gibt 
also die Lage des Schwerpunktes der Halbkugel an. 
Fiir den Bogen BP erhalt man 


z é 
(28.) 8, = Vd? + dy? = — aft — a(5—t), 
0 


wa 


° 
¢ 
oo 


0) 


Fir den Bogen PA cerhalt man 


(31) Tee Vee ofa = 


2 
93 ° 


eon ot nied ‘ 


ee 
> 


Cnr 


: s9 
= ; fa 


ig = he Vdx? + dy? = - ~f, fina = = — * (cost? 


ice — @(1—cost). _ daa) _ a—x 
t : : “ea 82 


: Fir tS wird ¢=0; y=a nk P fallt- ait B Za-- 


sammen, dann erhiilt man wieder wie in Gleichung (30.) fiir 
den Gandranten des Kreises 


Aus Gleichung (29.) folgt fiir die Oberfliche der vom — 
Bogen BP beschriebenen Kugelzone (vergl. Aufgabe 1 
in § 81) 


= (33,) O; = 2mx.s; = 2a2xcost = 2axa. a 


rk szisse Be Schwerpunktes der one w wird nach ie 
vt | Nr. 288 der Tabelle 


= Ff Fa ost sinitdf 


‘las poten, = Fl — sin’ = Gi cost 


also 
(84,) ee One axx? ap 
2 aoe ’ LAS On ars Qanx 2 


a Fir t=0 wird «=a, y=0 und die Kugelzone geht 
_ tiber in die Halbkugel. Fiir diese findet man daher 


; 5) | O = 20x, g=5 . 
j 
3 Aus Gisiahung (82.) folgt fiir die Oberfliche der vom 
; Bogen PA Nee aiee: Kugelhaube 
(86) = Qnan . $2 = Bana — =) 
4 2x 2Qa°x : 
Fe §2 = if = —— Oy costsint dt 
é : e 
[sin n°t)) = a sint, 
| — — 5 [sine = Gain 
also : : 
__ any ax(a*? — — x") _@ +a 
e = 0, = Yax(a — =) 2 


Fir t = 5 wird x=0, y=a. Die Kugelhaube geht 
_ dadurch iiber in die Halbkugel, fiir die man wieder erhilt 


0 = 2a, g=5- ie 


Aufgabe 3. Durch die Gleichung ‘ 
(8) y= aGof(%), oder Vy?—a? = aGin(*) 


ist die Kettenlinie (vergl. Fig. 156) gegeben; mran soll die 
Koordinaten des Schwerpunktes berechnen: 


“eat 
~< 
> *> 
~~ - 


i ee 88 ‘99. ecm on oor 
: Fig. 1565. ea 
“4 


Kérpers, 
c) fiir den ‘Bogen AP 
_d) fir die vom Bogen 


bei der Rotation um 
- X-Achse’ oe 


est ; _ Rotationsflache. 
ss ‘ Auflésung. Hier ist ister Aufgabe 9 in § 19) 
0QPA—F = fr = «fog de = een We 
= alsope— 3 : PS 
(39.) F= aVy —@ . : a 


und nach Formel Nr. 239 pec 


1 a 

=F fous =$, a os € ae ee 

0 \ 4 

Dabei findet man, wenn a x = at setzt und partielle 
.. Integration anwendet, 


Ly 


z t 4 é a an 
40.) xoi(~)da — a®ftCojtdt = a%tGint—afSintdt = 
0 0 0. : 


= 2VP—@ — o[ Coit} 
= 2Vif—# —aly—a), 


| — ‘da fer Vain = r(S(6 2) C6 )+2] 


in Vy? — a + az), 
ee ist 


7 1 > 
-# c . 2 = 
5 


is Sel Akai rp 8 ink ete Tes Beinpicle 


§ 25 eee * :: a 
di n= RF e+ Ace ae ey : 


3 a ae: -Gleichung (41.) folgt fiir das Volumen S K6r- 
‘pers, der von OQPA bei der Rotation um die X-Achse 
_ beschrieben: wird (vergl. Aufgabe 9 in § 25), 


)) Van. P= Vat ax). 


3 Fir den Schwerpunkt dieses Kérpers erhalt man nach 
! _Formel Be ‘237 der Tabelle 


4 


g=% iat oP (2)ae=$ She $246 Var oe 
| Setzt man 
2a : é at a fp 

—=t, also t= >) da = 5 dt, 

so wird, wenn man partielle Integration pas oe 
¥ 

22 2x “a 

fue" ‘dem @ feat “(te!—et) = a ee —1)e*. 3 

A% 

Ebenso ist RE 


i flgtich find 
amy fow( ie = 75 2 _i)ee 4a 2 4) oT ag ; 
= [onc (e*—e" * =) —ai(<* ea: a “\+ 4a? + 20°| “ae A 
bi le (2) Gin(2) —sareine(2) + 42°] 
=j o (= Ve a+ 2*—y' +2’), 


also 


also | — Ss = See —— 7 
UO aes ote Vira. pas eee 

Ferner ae nach Formel Nr. 240 aan Tabelle 
Riicksicht auf a (40.) 


= if a} foals Nae So ee = 
= = [2ViP — a — ay —a)] =a— aE 
und mit Ricksicht auf Be (41) eSrs 


(45,) 


Six 


AT 


46) r4f oe + a (2) 
~ 5 [0o@)en)¢]-L@ve—e +a) 


: = =30+y Ve aa = | 
Aus Gleichung (46.) erhalt man fiir die Oberfliche de = 
vom Bogen AP bei der Rotation um die X-Achse te _ 
schriebenen Rotationsfliche (vergl. Aufgabe 7 in § 31) 
(47.) O = Inxs = aly Vy — a? + az). 

Dabei ist nach Formel Nr. 238 der Tabelle © 


on fF _ 2na : vo fL ne aa 
etek 


. 


0 


Dies aes anichng (43) 
iy Pow — a + aa? — rea) 
ee y+ a) 
; (QWyVy— a+ ax) 


& Ps 


pe Airtgabe 4. Durch die Gleichungen ~ 


a "tig a= alt— sint), y y = a(1 — cost) 
die _gewoéhnliche Zykloide gegeben (vergl. Fig. 157); 
man soll die Koordinaten des figs Sess berechnen: 


* a) far das Fiichenstick. OQP, 


___ b) fiir das Volumen des von OQP bei der Rotation um : 


die X-Achse beschriebenen Rotationskérpers, 
. ce) fir den Bogen OP, 
d) fiir die Oberfliche der vom Bogen OP bei der Ro- 
tation um die X-Achse beschriebenen Rotationsfliche. 


Auflisung. Hier ist (vergl. Aufgabe 10 in § 19) 


A 


: = t 
O0QP = F = fydz = a fi — costPadt, 
0 | ar 
also ‘ 
60.) F= g (Bt — 4sint + costsin?). 


Ferner ist nach Formel Nr. 239 der Tabelle 


z Say 
§= a acydx = z (¢ — sint)(1 — costPdt 
ai Es 


a 


=- sf — 2cost + cos*t)dt — fo — cost)*sintdt. 


oie! 5 
— Qo » ae - 


oh On 


a 


be 
Aoi 


eh Va ay Z 
re oy e's 


bh 


we ieeeey 


ie 


Sk Ear Dit h Cady 


TAL TAME pind 


{ ee (at = dsint a - costed 


a << 2, 


pet gt —Ssint+oastsing)— Le coe 3 sin? 7 


soe -otsint +4 5 ‘cortsint+2—Boost bein. 


4 40 


—— OA ee Sen 
? ; a ~ 


Setzt man sodann 


; 1 — cost = 2, also sintdt = dz, 7 
so wird Spek eee : 
: eee ee = 
fo — cost)sintdt = Jz’dz = aa ge ne cost 
= ult 


Dies gibt 


a’ f3t? q 
s= Fe ye cost) kK 
: . 
Sih ese eve 8 
z ae sin?t rl cost) an 
also : 
af 90+ 6tsint(—4-4 cost +(1— ssh Senso) 
—— ‘Sint +- costsin¢) es 
SchlieBlich ist 4 
; 
1= om [yaa = af P (1 — cost)8dt . 
+o) 0 ; “a 
= pl t— sing ae sinteost +5 t- Set 3 sin “|, 
also 
62.) 49 = oF "_(15t — 24sint + SFE CORE + 2sin*¢) 
__ a(15t — 24sint + 9sint cost ae 2sin*t) wl 
6(8¢ — 4sint + costsinf) a 


eee sg gs sh 
Biiaedemecte, gat ‘Belatiele 


2 a Penis tz = Dar, d. he fir die von dem ganzen Zykloiden- 
“bogen begrenste Flache Belen die Gleichungen (50.), eee. 
und (52.) iiber in 


a3 


3) F=380%, §= 


36ax? . “30ax 5a 
~~ B6x Pd rr 2S eee 


g ‘Fir hx, ‘id h. fir Ge Haltte OBHPO dieser Fliche 
2 erhilt man ; 


; ete (9x? + 16)a _ ba 
64) ce Sane IN fete ame a(5 +52) n= 


“¥¢ 

< SAus ee (52.) folgt fiir das Volumen des von 
4 0QP beschriebenen Rotationskérpers (vergl. Aufgabe 10 
- in § 25) = 

~ 65) V = 22. F = “*(15t—24sint + 9sintoost + 2sin%), 


und nach Formel Nr. ied der Tabelle 


zt j rs 
= ae igs => fe a airy — cos es 
. 


= * fa 3cost+3cos*t — cos*t)dt — vf (l— eee 
— 


Darch ee Gatecretion findet man ‘ 
t 


fia— 8cost+3 cos*t— cos*t)dt = r(lbt —24sint+9sint cost 
0 : + 2sin*t) 


t 
—— g )(15t—24sint+9sintoost-+-2sin%at 


‘( 


0 
= 5 (1bt—24 sint+-9sintcost+ 2sin*t) — +24(cost —1) 


9 sy | 2 | 
+ 5sin’t + 3 cost + 4 cost 


om i [150 fb ésint (— 48 + 18cost + 4sin??) 
+ (1— cost) (Feo st+— 7oostt)); 
und durch die Substitution z= 1— cost erhalt man 


~ 


\ 


ee A 
ne ee - A 


a7 


Se a 
se ae Sou G: de = 


fol glich wird 


66) ~ aya = taint - = 44 +H 18008 — 


Fir ¢= a, dh. fir aan, ‘Roiationsleirper, “der du 
Rotation der ebenen tee ea um die =e 
steht, wird | 


Wo Ve ee Sayan +129 = 0(§ amie 
Be a et nas = 367 9 ie 


Fiir den Eanes OP erhalt ee (vera. Aufgabe 5 
§ 27) 


s ~ (vie + dy = =a = — 4a oo | 
(68,) | s = 4a i. — cos C) = casin()) | x 4 


Ferner ist nach Formel Nr. 240 der Tabelle 


5 & t 

ws “=f 2a? / : : 

E = gr = = — 

ss iS «feds = fe sint) sin : at. 
0. 0 


Durch partielle Thtopeation findet- man, wenn man 
t = 22, also dt = 2dz setzt, 


f(s a pat = sfesncae 4(— zcosz =: sin), a 
= 

fistan (5 )at = 4 sin coszdz = 4 sine, 

0 0 


- folglich wird 


ie. oe 
cn cae 


(F r 


-“L- stn + 2) Sao) 
a{— -Btcos(5) + 6sin(5) — asin) 
Pe oa os : . 3[1—cos(2)] 

es: - SchlieBlich ist | PONE 
as os 2 Sfmt fe ee | 
2 


: : 2 kx 
— = fa— cos*z)d(cosz) = — OR [cose — 5008's] : 
he eee 8 3 9 
(0) . p ‘ 


_* 


Je ee 
“eee 
4 ao 
a= 
+e ; 
x ws a ee 
be 2 ie 


e 
- + 


~ 


dies gibt 
2 2 
60.) = “2” (2—Bcose-+-cos%) = Bp (1 0082)*(2++0082) 


Be eet G) P+): 


a, Aus Gleichung (60.) folgt fiir die Oberfliche der vom 
Bogen OP bei der Rotation um die X-Achse beschriebenen 
- Rotationsflache (verg]. Aufgabe 8 in § 31) 


1) Otro = GEL om GM [2 + oo(2)] 


Fir diese Flache wird nach Formel Nr. 238 der 


7 Pe eee 


Tabelle g 
ox f, 4 : 

ax : 
§= 5, fous — ae — sint)(1 — cost)sin(;, )at : 
0 0 s 

- = obo os fa cos pate (i. LP 2 hin (1 —cost)sin(5 at. 3 : 

0 0 A 


Wenn man wieder t = 2z setzt, so findet man durch 
partielle Integration 


Kiepert, Integral- Rechnung. 84 


Pte ad D Lites SF daw og , 
cm ie howe Hh o igh 


x 530 gi 89, _ Shwe Komi, 


ih aan =o fete = —82( eee oe 


+ +5 fooee- — oot a ! 


a 7 Ge 


=— = cos2(3 — cos?z) +- Being - —=(sinz — = ents) “@ 


the = mick: cos2(3 — cos?z) + - sing + — ae PS bes eat 

La ey) BES 9 

nt ae _ ft RS / Se eee > 

a fsint(d —costpsin()at = 8/sintzcoszdz = p Sinz, 
0 0 ti > Sea 

; folglich wird tf a 

= SS eit |— Be cos 2(8—costa)+ 4 sin pace 9 sinte — paints], 4 

om Gu ra 9 ES 

ei: also et 


al — teoi($) a co ()}+25in(@)f +3 zens) 4 
a 
eae [1— eo2(5) )} [2+ cos) 


Fir ¢ = x, d.h. far den Schwerpunkt der durch Ro- 
tation des halben Zykloidenbogens OH beschriebenen Ober- 
fliche ergibt sich 


(63,) 3 O= 


32a2x a 26a Z 
ao. ae 

Aufgabe 5. Durch die Glei- 
chungen 


Fig. 158. 


(64.) c= acos*t, y = asin®t 
ist die Astroide gegeben (vergl. 
A Fig. 158); man soll die Koordi- 
naten des Schwerpunktes be- 
rechnen: 
a) fiir die Flache QAP, 
b) fix das Volumen des von 


‘ 


a) fir die Oberfliche ‘dee vom. Bogen PA bei der Roe 
tation um die X-Achse beschriebenen Rotationsfliche. 


3 A 2 eae: Hier ist (vergl. EWU er) 


a, 


| QAP = =F= = /yiz = — ~ Ba" Jains cos*t dt, 


also 
(65) F= i6 7 [sint cost (8sin't — 2sin*t — 8) + 3¢], 
und nach sate Nr. 239 der vines 


SS aee 
. =A eile oar gic es 
; é 
mee fr -F ee. — Qsin’t + sin‘t)d(sint) 
; 
zz 2 1 
FE BY Fl SP eae Ay Pits Bag 
= sa (2 sin®t 7 sin t+ 9 sin’) 
al 7 
a8 : . mee 
(66.). = {0B (63 sin — 90sin*t + 35sin%), 
: st 
_— 1 fez, _ 3a® 7 
1= oa IY an = OF sin’t cos*t dt 
z 0 
348 (2) 
=— a cos*t(1 — 3cos*t + 3cos*t — cos*t)d(cost) 
(0) : 
Ba® f1 3 fie ones 2 | 
re a Ta E cost — = 5 cost + 7 608 t— 9 cos*t 2 
also 
(67.). 7= re cle— —105 cos*t-+ 189 cos®t—135 cos’t+-35 cos*). 
Fir.? = 5 , d. h. fiir den Quadranten der Astroide, 
wird 


84* 


ae Gleichung (67) folet- fir tal Volv 1e 
der oe um die anbelees hes der Blii 


os ek F: 


= io5 a 1g — 105 cos a 1890s - = — 185 c08%t = 36 8% 


Fir den Bouweue dieses ‘Korpers wird 
Formel Nr. 237 der Tabelle : ge ae 


0 
=} forte = — ca fatoosear 
a ; 


oe foscea oo Qsin*t + sinks’) 


also : Seok 
((0)-= 6 = Sik mac sin®t — “ sin Asin) — = s 
:: py ts sin — 2M4sin% + 10sin%), = 
= Fir ¢ = 5 wird : = 
SLSR RS) = ain ta = < cee 
oS sco) S08 Fa a 
Fiir den Bogen PA erhilt man (vengl Ser eene 6. a 
in § 27) os 
t = = 
(72) s= Vie + dy? = 8a seem 2 sin’. S 
Der Bah wonaaie des Se hat nach Formel Nr. 240 
der Tabelle die Koordinaten 3 
a t 5 
1 3a? : = GP Sy 
- (73) §= > foas <— foost sintdt = — = [cos*]', ; 
z > 0 ‘ 
if oy t 
(74.) n= , fae ate mF feinttoostat = Sa! sin®t. r 
8 et 5s ~ 
g 0 


> 
~ 


o, —~ 


nD oun sitostaisaecs » Phone Ba 


_ aft —cost E 


~~ 6(1—cos*t) ; 
__ a(t + cost + cos*t + cos*t te cost) 
oo 5(1 + cost) 
(Ta) n= Ba? sin®t -3 sin®t. 
“a a ienc= - ‘ 5s 5 
z a a Fir t= z do ee don Quadranten der Astsoids, 
es 
Aus Gleichung (74) folgt fir die Oberflache der -bei z A 
der Rotation um die X-Achse vom Bogen PA beschrie- ah 
s -benen Rotationsfliche (vergl. Aufgabe 9 in § 31) ia 
(76) O = Wn ss = — sin®t. - 
_ Fir den Schwerpunkt dieser Fliche erhiilt man nach “ 
- Formel Nr. 238 der Tabelle 4 
s=> 7 fuse Be = nto 3 


wt 


\ 
7 bare 
© he DN ew Sad Sey 


me ol 5 foo — 2cos*t 4 cos*t)dt, 


also nach Formel Nr. 102 der Tabelle 

— IW E= tet [sint(5 cos’t a cost +- - 64 eee +. i Be cos ’ 

. 3t 

+796] 

: EEG Peres? org 3 25 23> 

4 goers hs [sint(5 cos't — i6 cost + 64 cost + 198 cost ) 

3t 

Viet 


Fir t= 5? d.h. fiir die von dem Quadranten der 
Astroide beschriebene Rotationsflache erhalt man daher 


(78,) =e) b= See 


'§ 89, Schwerpunkts-Koordinaten. Ubung 

Handelt es sich um den Sektor AOB gleic 
Kurve, deren Gleichung in Polarkoordinaten gegeben 1 
(vergl. Fig. 159), so wird nach Formel Nr. 184 der Tabel 


Pye oI 
Wa eet y 
. 584 
+ : ‘ 


(79.) = S = t/rdg. one ee 


Der Flacheninhalt des unendlich kleinen Vierec’ 
PP2P3P, (vergl. Fig. 160) ist gleich rdp.dr, wobei d 
Punkt P die Koordinaten ~ See A ei eat 

L=Prcosp, y=rsing 
Fig. 159. — 


(6) 


hat. Da die Koordinaten des Schwerpunktes dieses unend- 
lich kleinen Vierecks von x und y nur unendlich wenig ~ 
verschieden sind, so sind seine statischen Momente in bezug 

auf die beiden Koordinaten-Achsen <a 


(80.) ardgdr = rcosgdgdr 
und 
(81.) . yrdgdr = rsingdgdr, + 
folglich hat der Schwerpunkt des ganzen Sektors die Ko- 
ordinaten . : 
1. $ 1 e 

§= Efe dp rdr= gg [cos as, > 

(82.) : 3 


Lf ee 1 fees 
cf Mice 1 fingap rdr = i, founpde 
a 0 


a 


pcs (8 35, ; p coe acos(2) 
. ist die Lemniskate gegeben (ver- ! 
” - gleiche Fig. 161); man soll die 


fiir den Quadranten OAPO be- 
- rechnen. 


aos Auflésung. Hier fe (vergl. z 
Aufgabe 6 in § 22) : es 


; | £ :  @ $ f 2s 
- : (ee an a ) moe a’ 7 ; ets Xe z ea 
CA) Sag fray =F foowemiy = sino), =F : 
Pe 0. 0. Pe 
4 _— a fe 
3 - 4 - 
z ee page 29)Veos2p)cospd 5 
| § = a9 frcospdp ~ 35, cost 9)V cos(2g) cos gdp. 
0 
f Setzt man jetzt 
: PE! . 1 : 
85. sing = ——sint, also cosgydg = ——costdt < 
so nimmt ¢ alle Werte von 0 bis 5 an, wenn g die Werte De 5 
von 0 bis i durchliuft, denn sing durchliuft dann die ap 


Werte von 0 bis rs und sint die Werte von 0 bis 1. 


Aus Gleichung (85.) folgt dann 
: cos(2g) = 1 — 2sin®g = 1 — sin*t = cos’. 


Dies gibt 
a? - aehees WS a 
§= savas at = ave cos stsint +5 = costsint + ae 
also : oor 
a a as 
‘ou °~38y2 16 472 
a x 
n= = rsingdgp = 38 ia — 1)? singdg. 


ei er 


88.) Den —1l= 


dann nimmt ¢ alle Wee von\ bis 5 ca 


Werte von 0 his i “durehlauft, dens cosp durc 
alle Werte von 1 bis =) also sint alle. Werte 


bis 1. Dies gibt Ss ais =e 


oe 


2 
a 
Ais “costed at. 


cs | Ne sin ay 5a fide sn +d 


Ts 


Deshalb-wird Sa den Forineln Nr. 106 Pond 47 ce 
Tabelle 


a cost 5cost . 38 t\] 
ES cae 4sintt + Ssin2t se g inte ap 


say iar = 


= 89. =§|-3 Re ES | 
“a SS 38L 2 9y2 : on 3 
Be =] 
= a| slot] Vo) ee 
= eh +¥2)—5] 
Aufgabe 7. Durch die Gleichung 
a a 

(90.) gt ptae=! 

ist ein dreiachsiges Ellipsoid gegeben; man soll die Koordi- 


naten des Schwerpunktes von einem Oktanten des eet eS 
berechnen. 


12008 (clone Be ek a ars 


«Aufl: sung erie man ane Korps ‘Wareh Schnitte, = 
echt zur X-Achse, in unendlich viele, unendlich diinne 
chten, so ist ain, solcher ee eine Ellipse mit der 


ee a Ye wet 
9 od 7 
a » oder Xa? — 2) ge a == 1, 
und die Fliche des Ellipsen - -Quadranten mit den Halb- 
“ _ achsen . 


. 2 gs aba _ bela? ms x?) x ¢ 
wo Pee a 
_ folglich ist (vergl. Aufgabe 2 in § 75) a 

bs 7 
= = bex-[ © OCR gk sl 20OR ; 
Be 4) Bets oy (@ — ate = Fa [ee — 3] =" . 
s : 5 
p Das statische Moment einer solchen Schicht a bezug 4 
j auf die YZ-Ebene ist Z 

. ; bex(a” — a*)xda ; <a 
ee: 4g Z 
_ folglich wird | 2 

be 
; __ bex - bex fata? x1" = 
; §= ae te — shar 4a2V Eee rae 2 
also : 
-abcx 3a 
sag SS 16K 8 
Ebenso findet man 
Z : Py i 3b s! Bia - 
(96) n=e S=% J 
Aufgabe 8. Durch die Gleichung, 
(97.) Wz — zo) = y? — ma? 


ist ein hyperbolisches Paraboloid gegeben; man soll die Ko- 
ordinaten des Schwerpunktes fiir den Kérper berechnen, 
der oben durch diese Fliche, unten durch die X Y-Ebene, 
seitlich durch den Zylinder mit der Gleichung 


Formel Nr. 214 der Tabelle 


+ 


V= o d fos + rsin’g — ot coe ordr 2 : 


O70: 
4 
1 ;: a soels 
aay — + —(sin2’g@ — m?cos? | 
Op dp| 2pe05 + Z (sin’p Q) E 
é 
PA 
2 4 
ar at oh 
a Sp fisv2. + a?(sin?g — m3 ae 
f 


a 
se aes oe 9 ay ae 1—m?)singcosg + ues mig] 
also 


99 eee: zo + (1 — m?)a?| 
( .) ae 32p pZo . 
Ferner ist nach Formel Nr. 234 der Tabelle . 
1 D2 2 d 
c= 2p V faz eve. + y? — max*ydy, 
n 


Ty 


oder nach Formel Nr. 214 der Tabelle 


nly 


. 

‘ 
~ — 
7, 


a 


foveytcoss B: rnp cos = = meron) 


: van la omen cos an Bain 2 m2 cos’g) cos | , 
ie S ; Pes 
~arr = ae 5 (in? ay me + eres cos gdg 


fos w]e 
, 

4 
et 


Sole Penn + Gratin 


4 ; ie 
= 10pzo + a?(1 — 2m? A - 
= Pe = sop [Ope + ( ba ped | am 
, oO PP 
7100: _ 16a [10p20 + (1 — 2m?)a?] | : 
; (100.) . eS exept (mal) ee 
1 tm Ye ‘ ~ 
1 = soy [42 | Qpz0y + y° — mixty)dy, | 
py Bi HE } i 
oder nach Formel Nr. 214 der Tabelle haifes ae 
a . : 3 53 
R= SY fev | epew*sing + rtsin’g — mrt cos’psing)dr : 
0 0 
Ea E. 


a 


2 

rs ih , 2pzor? al Rig ian 3 | 

= apy finvdo[ 3 + 5 (sin’g@ — m?cos’9) : 
0 


P 
= B0eV fot0re + 3a?(1 — cos?g — m?cos’g)| sin pdp 
0 


4 


[— 10pzocosp — 3a? cose + a(1 + m®)cos*y|” 


a? 
~ BOpV 

8 c 
- SOT [10pzo + (2 — m*)a?], | e 


: 2 a ee * sy San aes 3 te 
3 apr ohn + 72(sin’@ — mPcos*p)?rdr 
= ae at a 


3 = ee : 2 


~& ay of fe [4p2eo%r < ae — mtoosts) 


ae r5(sin8g — — = mtoostgldr 


cm 


= gv spy fs [2p %e0Pa? + eS — m*00s%9) 


ard = gsin’y - — m cosy) 


Dabei ist 


z 


- fo - mcos*p)dp = -j [1 —(1 + m?)cos?g] dg 


*nla 


4 


1 a) : 2S = S 2 
= | Pees | == aaa, 


= 


‘nia 


5 4 


fo —2(L + m)cosp + (1 + miPeostp]dg 
0 


sn 
a 
i = 


fess — mcos*grdgo = -f f1—( 4 Berek ane: 


¥ 
MA ist 


l a¥, 
Pee A. 


Boe 
a 
oe 
= 
=< 
25 


oe cospsingy + 3”)), 


3 


— me e+8a of oa Ss x ¢ (8 — Im? + ig 


> x 


= Jy [pate q “Pa + enaee oo 


_ 96 p20" + 24(1— m?) pzoa? +- (8 —2m?* + 38mi)at 
\ 24 p[8pzo - + (1 os me Y 
% Eres 9. Die Gleichung 
— (1038.) | 3 Qpz = 22? — 72 
E stellt ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid dar; man 
soll die Koordinaten des Schwerpunktes fiir denjenigen Teil Be: 
der Oberfliche berechnen, der von der XZ-Ebene, der 
_YZ-Ebene und dem Zylinder 


104) P+ty=a? 


3 begrenzt wird. (Vergl. Aufgabe 2 in § 81.) : 
Auflésung. Hier ist, wie schon in § 81 gezeigt wurde, EY 
“es 0) sli Vp? + 2? 4- y?, 5 
2 re Pe d 
oder, wenn man ebene Potarkeardiniaten einfiihrt, = 


3 


4 


= i ae + a*)Vp? + a? — p*). 
Ferner ist nach Formel Nr. 235 der Tabelle 


a 
ay 


§= op ot dy VP+P+y7 =o = p fooseaa agree 


n 


5 
ae 


an 


aie nan ist nach 1 Forme! Nr 1 


VEER = i pe 


0 


aS ypta+® fi Vir +E a 
= 500+ 21 Fe—§ “Geen 
“Da 


2 E 


foosgag = ae ting = ee 


ist, so erhalt man 


"106) €= op la + PV PFe pteein( 2 7 


of (2a? + PVP ta — ptecin(2 Ble. 
Axl + a)Vp? + a =e cae 


Ferner ist 


: (a> fa < 3 a ; a ee. . 
1 . gay ave ae 
y= op [= fvdy Vp +oty = Op singdp r2V p? + rdr. a 
mM ) 0 a 
Da auch i . aa 
= a 
_ fingay = =[-cosp]?—=1 2 q 
ist, sé wird . ; 3 
: (107.) - n=&. : “ 
SchlieBlich ist = 
2 # «iy ; 
liv 1 Vee CSTE TS : 
5 = oop [axle — PVer + PT pay i 
cat nA be 
o,4 ‘ 
g 9 “ 
5 Op aoe foo g — sin’g)dp = Ve eotde >, 
0 : 
y 


a 


Bh ies Cie g [oovevtee) 5 rat) — 


| Be . ‘ a 
(108) Se ie ) 


ae 5 


Bo Aufgabe 10. “Man soll. die eR andinaten des Schwer- 
punktes fiir denjenigen Teil der Kugeloberflache 


fs e+ yt 22—a@—0 

5 berechnen, der durch die ZX-Ebene und den Zylinder 

: (110) Pax t+y=0 
-begrenzt wird und auf der positiven Seite der XY-Ebene 
_ liegt. (Vergl. Aufgabe 38 in § 81.) 


Auflésung. Hier ist 


‘ ry Se yrs 
eT ea ee fe 
Wes ea 


v 
* 


ad : a az—z2 fe: 
| De tfep ts, - 
0 0 Va — = 3 


oder bei Kinfihrung ebener Polarkoordinaten 


ree vem" 7 <3 
= 0= fief an fol ; 
| = 


- sft — sing — a9 + se 


fs See 


An 
(111.) 0=S (x9, 


Ferner wird nach Formel Nr. 235 der Tabelle 


= 


fol glich ist 


<a 0 Bs cosy —  POOSD- — ea ce 
= aE sae [zs sin sing — COs +5 5 cos? | = 
— 90 be 98 2 FEBS aes 
a3 (x . os —. 

= 909 se: 30” ee 


Qa? Qa 
(113.) eS Bax — 9) a 3G 9) | 


a : Petaee x 


e Se 3 Bae 
n= facf = singde | 
: Ve—2—y 0. va 


also nach Gleichung (112.) Se : 
‘ Be oe = 

a (7x . Sg 
c= sol sing — psing — sin®pcos gee = 
) , . : = : a 
5 4 2S. 
= 50 iS ~ cosy + poosp — 8 Lint: S 
10 (<9 SE oe oly eo 
dies gibt | 3 


; = = a(x — 8) 
ete tie 3)= 30 oS Ges 


cosy + 


4 


~ 30 


0 


Rechnang. 


, Integral - 


Kiey 


es 


XV. “Absehnitt =. 


_ Theorie der Eulerschen Integrate’). 


‘ $590. : 


zweiter Gattung. | 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 244 bis 247.) 


Die ,,Betafunktion“, auch ,,Hulersches Integral erster 
Gattung“ genannt, wird erklart durch die aa 


: (Ll) 3 Bp, q a = Jor“ — ax) da:; 


' die ,,Gammafunktion“, ack »fuler sches’ Integral owes “s 
Gattung“ genannt, wird erklirt durch die Gleichung _ 3 


co 


(2.) I'(p) = Leer ane ‘ 


-: 


3 
a 
Da die Funktionen oa — x)’ und e-*z?—1, die in - 4 
den Gleichungen (1.) und (2) unter dem Integralzeichen — 4 
stehen, fiir alle Werte von x zwischen den Integrations- 5 
grenzen positiv sind, so miissen auch B(p, g) und Ip) stets = 
positiv sein. Als Verainderliche der Funktion Bip, q) treten 
die Parameter p und gq auf, bei der Funktion I(p) ist der. 
< Parameter p die Vorunderhiohs. Dabei mége vorausgesetzt 
werden, daf p und g gréfer als Null sind; dann soll be- — 
wiesen werden, dali die beiden Integrale stets einen end- _ 
lichen Wert besitzen, d28 also beide Funktionen fir posi- 
tive Werte ihrer Verinderlichen endlich und stetig sind. 


% “7 


ee a - 
*) The Anfinger darf diesen Abschnitt ‘ibergehen. 
**) Gauf bezeichnet die Funktion Z(1 + x) mit I(x). 


Ls 
a: 


ae t Bite weiteres einzusehen, sobald p ae q a rleich Ls Fr 


- groBer als 1 sind, da in diesem Falle die Funktionen - 
unter dem Integralzeichen endlich und stetig bleiben. Liegt 


aber p zwischen 0 und 1, so wird der Faktor 


3S 


fa van der unteren Grenze der Integrale, d.h. fir z=0 
. = -unendlich. Liegt auch q zwischen 0 und 1, so wird der 
24 _ Faktor 
1 J 
& a (1 — z)!-¢ 
_ an der oberen Grenze des Integrals, d. h. fiir 2 = 1, unend- 
lich. Trotzdem behiilt B(p, q) einen endlichen Wert, wie 
_ sogleich bewiesen werden soll. -Zerlegt man nimlich das 
durch Gleichung (1.) erklarte Pitesgrel in die Summe 


(l—ayr = 


# 
3 
8) Bly, a) = fer “(1 — ald + farX1 — ay da, 


wo @ Phcadete Zahl zwischen 0 und 1 sein mége, so 
kann man zunichst zeigen, dafi das erste Integral aut der 
rechten Seite dieser Gleichung endlich bleibt. Zu diesem 
Zwecke entwickele man (1 — x)?—! nach dem binomischen 


das ganze Integrationsgebiet des ersten Integrals 


2P-\1— aye = 2 —("y)” +(45 28 ay 
also 


per eC it's pa 


Da nach Voraussetzung p positiv ist, so verschwindet 
dieser Ausdruck fiir 2 = 0. 
Zum Beweise der Endlichkeit des zweiten Integrals 
braucht man unter dem Integralzeichen nur die Substitution 
xz=1—z, also 1—x=2z, dx = —dz, 


pe hae dann ts es 
fur1— ytd — f\—2)p tate = fea\— 2)? Adz. 
@ 1—a 


35* 


Lehrsatze. Dadurch erhalt man, solange <1 ist, d.h. fiir 


ae wy » 
wnt RCA 3 a Dba 
OA Pita e ee NO Te 


bm eee 


3 aT ‘Endlichkeit dieses. 
durch ceils der \ vorhin a 7 


paicnen zwar an 7 ‘unteren cea ei = anne a= 
endlich, aber das Integral behalt trotzdem einen end. 

Wert. Entwickelt man namlich a nach steigenden 
tenzen von 2, so erhalt man 


uP gett pete S355 
—1 __ oot Sees eee —— soe ‘ 
eS 1! a Ot: Bt = ; 


yee folat 


giltig ist. 


f- pig we? yeti . 2: . pete 

e772? dz = -- -— ~_—_.- a 
: p Al(p+1)— 2!(p+ 2) | 
= ~ Da p nach Voraussetzung positiv ist, so re 
= dieser usdracl: fur C= 0. 3 . 


daf das Tntegpationsaterall sich ins Gnendliche erstrock 
“Aber man sieht leicht, daB das Integral auch dabei seinen 
Sinn behalt, denn es ist bekanntlich (vergl. os R., 12. Auf-- 
lage, 5 69) 


folglich kann man eine Zahl a so bestimmen, daf e7>a?+1t 
wird fir x=a. Dies gibt 


Se | a 


also 
oe ee eee 
Zerlegt man jetzt das Integral in eine Summe von _ 
zwei Integralen, von denen das eine iiber das Intervall von 


0 bis @ und das andere iiber das Intervall von a bis co a 
erstreckt wird, setzt man also 


E ——-Dureh geeignete Substitution kann man dem Integral, 
se das die Funktion B(p, q) erklirt, eine Gestalt geben, die 


- zeigt, da8 die Betafunktion in fezad auf die beiden Ver- — 


es inderlichen p und q symmetrisch ist. Zu diesem Zwecke 
setzt man ; 


a (4,) t= oS also 1—x7 == ie, (PEPE EE E: 


ee hes 
TS 7 ees 14% I—2' (ii 
aa : > 471d te—dt *42—ldt 
4 6.) Bip, = Ja. + tet =f + tte + [apes : 
ees i 


Setzt man noch 


dann wird 


oea 
7 
rite 


E du 

ze t{=-—», also ees 

A U 

g so wird 

‘a co 0 BY 

2 ee Sf MEMS 8 fda 
4 (pete Jd fete Ja + tera 
2 1 1 0 


Ne 


folglich wird 


VW Sr 


1 
| (2 + teat 
Ke (6.) By, q) Srey pas al + tty 3 a 
tt) 


Da sich das Integral auf der rechten Seite dieser 
Gleichung nicht andert, wenn man p mit g vertauscht, so 
erhalt man 


(7) B(p, 9) = BQ, P). 


Re F eae! 


’ 


Die Geek : Glebohe! 3) 1e 
man dazu benutzen, die Untersuchung de 
der Betafunktion zu ‘Veroinlfechien Es. 


Wee ted Gammefunktionon ‘ausdntioken abe 
‘man néimlich —) 


. 18) = oo also rete, 


5 p) = a? pone ; 
Aare ae. 


Se 
ae —a 5 cei 5 eas 
errata ee 


wy 


ae cst 


Vertauscht man in dieser Gleichung « a mit 1 +2 und 
p mit p+q, so erhalt man af 


Be ee e— (h + 2)2 rtetde, 
(1 + 2)?+7 “Tia 


und wenn man beide Séiten dieser Gleichung mit oP de s 
multipliziert und dann beide Seiten der Gleichung in bezug ~ 
auf x zwischen den Grenzen 0 und 2; integriert, 


x 


Ly > 
cy atta) hr 


Loy he: - 
JO Fayre resale)” oO ae 
Ome <6 ae 


* 


(10) 


* 


e 
Da die Grenzen des Doppelintegrals auf der rechten 
Seite dieser Gleichung konstant sind, so darf man die 4 
Reibenfolge der Integration umkehren, ohne da man die 
Integrationsgrenzen zu iindern hat. Dadurch erhalt man 


zy co zy 


GP de 1 <3 
es Se een eS acs f +g-—1 —1 z. . oo 
(41.) ‘fe a pete Tip re ale gpty defer eda. : = 


0 () 0 


a 4 et Ag aA co 3 
ae da ae x2P—lda, 
( 


f a, (+ apts pales ap apt Bp, 4) 


4 


co 
ee DS) aE Meee Ip) 
eT afr "\az)P 1d (az) = rae 


e - 

s ezech deht Gigebnig (11.) aber. in 

.. 2) B 1p) Da fee eta = 1 PE). 

ae YT tp ° TO +4 

Z Die Betafunktion lage sich also durch Canetatanke 


tionen darstellen, so da8 man sich auf die Untersuchung 
o. der Bennie ition beschranken darf. 


§ 91. 


Darstellung der Gammafunktion durch unendliche 
Produkte. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 248.) 
Man kann die Gammafunktion, wie Gaff gezeigt hat, 
auch als unendliches Produkt darstellen. Setzt man namlich 
x m 


u=(1—— 
m 


ge 
oder, wenn man m mit a vertauscht, 


u=Yi-nz, Inu=7O—™). 
so wird 
Jim Qn) — im PO = = lim pe — 
folglich ist, da lim (In2e) = In (im u) wird, 


vu: 


-~Bildet man daher se 


= wert, dem sich dieser | Ausdrack far =f 


oe: a = 


= falls er endlich . se gleich ae da sein 
(2.) 


: 5 lim tn fle = v's Ce Ade == -fim “are ae 
und dies ist fash der Enters ea Funition: eS 
Nun ist nach Formel Nr. 195 der Tabelle aot 


| j gabe + in § 64) unter der Voraussetzung, dab m eine’ 
sitive genre Zahl ist oe BS 


= : = aah 
: » foe ip EER) OE 


falslish ist 


: = m!m? 
MO eh a 


oder, wenn man Ziahler und Nenner durch m1 dividiert, _ 


(5.) (pp) = —— ee ee 


eeaar mes 


eine Penta fiir Ip), vorausgesetzt, da dieser Aus- 
druck fiir jedes positive p bei limm == co sich einem be-— 
pe stimmten endlichen Werte nihert. _ : 

Der Beweis, da’ dieses Produkt auch fiir unendlich — 
grofe Werte von m einen endlichen Wert besitzt, wird erst — 
in § 98 erbracht werden. : ss 

Man kann Gleichung (4.) noch auf eine andere Form =. 
bringen, wenn man beachtet, daf aoe 


pP—173\ p-1 p—l 
aoe A Boe. 
nr =(;) Gy Ga) 


I p-l 7 pk oe 
= = * 2 a¢ 2s ec 


und 


+9). a 


m+ )—0+9—1)8-+p— 1). oe pd) 
etn MH Ks OE) 


denn dadurch erhalt man — 
_m! mP? 


ee Vie. (p+ m) 
— mati G45)" ek - 


Seek on) 


ae i ee as a (8 
E ; ~ mt (14P— ere) i oe 


E ist, wo das Produktzeichen J] aie Sbadentet daf die Faktoren 
ey 


a 
fe _____*. fiir alle Werte von n=1 bis n=m--1 m 
alee 
- bilden und miteinander zu multiplizieren sind, so folgt aus © 
den Gleichungen (4.) und (6.) 
; Ip) = lim 
5 mae in 1)(1-+P— Ni oa ian i 
‘ ; p-) 
. : A ares 4 fe oF 
. lim =~ ; 
m=co ya iat 
oder, da | 


lim - 


m= im 4 (14 P- (i 4 BEANS 


immer unter der Woneeseio at ae aiendil 
dukt einen bestimmten, endlichen Wert: hat. : 


t 


Eigenschaften der Gammafunktion, a a 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 249 bis os 


ie Herechivuhe’ “der zu den Speen Woden der Ver ae 
anderlichen p gehérigen Funktionswerte wesentliche Ver- 
einfachungen herbeifithren. 


Setzt man : 
== 0? = 6 ae also du ep —1)x?da, v= — et, 
so erhilt man durch partielle Antegration 

= as 
Be 
Sete dx = = [— e~ See ‘+ (9 —1) Jerartaz, ee 
0 2 Sa 
Dies gibt, wenn p > 1, also p—1>0 ist, ae 
(1.) fe-*x?-dex = (p—1) feene ade, q 
oder : 3 3 = 
(1a.) — «L(p) = (p — 1) —), _ an 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel erhalt a 
man unter der Voraussetzung, daB n eine positive ganze 


Zahl ist, die kleiner bleibt als p, — 

2) Pp) =(p— Nip — 2)... (p — mp — mp, i 

Da 3 

(3.) I'l) = Je-*da = [— e-4]° = 1 | 
0 

ist, so folgt ftir den Fall, wo p eine positive ganze Zahl __ 

ist, daf 

7 

is 


a 


i itiet cigs 


ks os Fe Ge peont 


ag der Fakultét in dem Sinne betrachtet werden, dap 
auch noch fiir positive Werte der Vertnderlichen p er- 
_ Alar ‘ist, die von eimer ganzen Zahl verschieden sind. 

=. ur die Berechnung von Ip) folgt aus Gleichung (2.), 
3 dab es geniigt, /(p) nur fiir diejenigen Werte von p zu er- 
mitteln, welche zwischen 0 und 1 liegen, denn hat man 
die Werte von J/(p) fiir diese Werte von p gefunden, so 
_ ergeben sich aus Gleichung (2.) ohne weiteres auch alle 
 wubrigen Werte. 

_ Aber dieses Intervall 0 < p =< 1 reduziert sich sofort 
- aie weiter; denn liegt p zwischen 0 und 1, so folgt aus 
_ der Gleichung 


9 Tp lq x?—'dz 
% 4 fox? 

ae Bd) = ee = eae faery.’ 
. 
s 


wenn man g=1—~p setzt tae die Formel Nr. 196 der 
- Tabelle beachtet, 


a 


x?—da x 
6) Bp, 1—p) = Np r—p) = -(¢ Pe = assy 


also 


x 
@ PO?) = Sin(payT@) 

Kennt man also die Werte von J{y) fiir alle Werte 
von p, die zwischen 0 und } liegen, so kennt man sie auch 
fiir die Werte von p, die zwischen } und 1 liegen. 

Nach Gleichung (la.) ist, wenn man p mit 1+ p ver- 
tauscht, /(1+ p) = pI\p), folglich geht Gleichung (6.) iiber in 


; ; px 
(6a.) 1+ p)rd—p) = aalgsk, 

Fir p = 4 folgt aus Gleichung (6.) 
7.) rgyry)=x, also PQ) = Vz, 


und zwar ist die Wurzel mit positivem Zeichen zu nehmen, 
weil I(p), wie friiher gezeigt wurde, nur positive Werte 
hesitzt, solange p > 0 ist. 


Die aati ae darf deshalb als eine Verallgemei- 


" 
1= 


: » ee ay oe 
ster tS ee eae 
‘we we ee iowa ‘ 


a’, 


oot SILAS Mile? ami 


die o Vorinderlche 
r= 7 


so. erhilt 1 man. 


~~ 


eine Gieichune, die mit Formel Yr. 215 der al 
einstimmt. . reese cue 
_ Aus der Gleichung: as 


Bp, q) = = See 


folgt, wenn man p = q setat, 


Ss 
Sse fll —0 — 20? ae. 
eee De eras 


Auf dieses Integral wende man die Substitution — 


x = oI = +Vz, “also — Idx = + ue 
< = Vz 
an, wobei offenbar das obere Zeichen gewihlt werden m 
wenn x zwischen 0 und } liegt, das untere dagegen, wel 
x zwischen } und 1 ee Daraus folgt 


0). Hp,») 
: | ¢ 


= 
SSS 


1 = a 
=e =f Peelee eS 927 af [eu 22a 
: on 
—— MC —2)?—"dz uf (1—2)?—Ide ee 
Se 2 FES : 
1 Vz 2 “J ; Ve ; a = 
1 $3 = 
fESpay : "8 
= wap 2 ae Me = oa Bl Be 


0 


eae “rary, 
= T op) ve 'T(pt+h 
nit ‘Ritksicht aut Gleichung (7.) 


Ply + : ogy ae P'(2p). 


-§ 93. 


Berechnung von InZ‘»). 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 254 bis 256.) 


Zur Berechnung von I(p) fir 0<p<1 verwende 
a man den Grenzwert des Ausdrucks der Formel Nr. 248 der 
pL abelle, nimlich die Formel 


Wiereconce 


Um diesen Ausdruck auf eine Form zu bringen, die _ 
fiir die Berechnung bequem ist, betrachte man das Produkt 


5 (GHD-CHD) 


_ worin m eine bestimmte, endliche Zahl ist. Buildet man 

Be Rip) = plone inp Io (1+4)—m(+ 5) ss 

cor 

so kann mam.Jn (1 +1) In(1+5); vee In(1 +2) mit 
Hilfe der Formel 


E7(2.) 


te age igeaiae 
Bey fg RS 7 
(vergl. D.-R., 12. Auflage, Formel Nr. 102 der Tabelle) in 
Reihen entwickeln, die unbedingt konvergent sind, da 
O0<—p<1 ist. Dies gibt 


— INF) = 


bina 


| Setzt man ae a 


BM = +5 ee eee 


6.) $3") = ptatet: + 
si = + 98 = 3 +-.. ve a 


sO geht Gleichung (4) ther in 


(6) InF(p)= plnm—Inp — psn 4? F sym) Psion F329) 


und zwar ist diese Reihe fir cages Werte von m kon- 
vergent als Samme von m unbedingt konvergenten Reihen. 
Wichst jetzt m ins Unbegrenzte, so werden die'Koeffizienten 
S,\™ auf der rechten Seite von Gleichung (6.) selbst unend- _ 
liche Reihen. Von diesen sind nun bekanntlich die Reihen 


; 1 A eae | == 
So = lim 8) = a5 t oat gato oS ~ 


fae Loe tot 
a | Se 
8, = lim 8") = ata att ee 
— a 4 


konvergent, d.h. die Grenzwerte Sz, 93, Si,... der Koeffi- — 
zienten S82”, 83), Sy")... auf der rechten Seite von Glei- - Be 
chung (6.) sind bestimmte, endliche GréBen. Die Werte — . 


gi Ae eae ts a 
ig = § 98. a 


S3 = 1,202 057, . 8, = 1,082 393, 
S |s- = 1036 998, Ss = 1,017 343, 8S, = 1,008 349, 
Be: = 1,004077, SS  =1,002008, So = 1,000 995, 
| Si = 1,000 494, Sip = 1,000246, S,3 = 1,000 123, 
3 Sig = 1,000 06125, Sis = 1,00003059, Sis = 1,00001528. 
4 : Uber die Abnahme ae Summen 595/98 Od, wa mit 
~ wachsendem Index gibt die folgende Uberlegung AufschluB. 
. _ Es ist 
f ree am Serer ae 


also 


ohm 1 Pe, | 1 eg | a. 1 

| Srlk<gee tsp tgat -agtatet) 
: Dies gibt 

% (9.), S Sn41 ——d < y (S;, caries 1), 


und man erkennt, wie sich auch schon aus der in den 


_ Gleichungen (8.) aufgefiihrten Tabelle ergibt, da die Koeffi- 
zienten S, mit wachsendem 7 abnehmen und sich schnell 
dem Grenzwerte 1 nihern. 

Eine Schwierigkeit | bringt der Koeffizient 8,” beim 
Grenziibergange mit sich, denn die harmonische Reihe 

S= lim =F 4+54+5+- 
ist bekanntlich divergent; man kann aber nachweisen, daB 
8, —1nm einen endlichen Wert behalt, wenn m ins Un- 
begrenzte wichst, so daf{ man durch Zusammenfassen des 
ersten und dritten Gliedes auf der rechten Seite von Glei- 
chung (6.) zu p(lnm — S;') an der Grenze einen endlichen 
Wert erhilt. Zum Beweise beachte man, daf nach D-R. 
(12. Anflage), Formel Nr. 105 der Tabelle 
1 4 1 1 

In(a + 1)—Ina = Peed ES ey eae 
ist; dies gibt, wenn man der Reihe nach a= 1, 2, 3,... 
m—1, m setzt, 


= : Pore ne = —_— =, 


In(m-+1)—lnm = 5, = ee = = Se 


Durch ars dieser Glbichungens findot = 
endliche Werte von mS 


In(m +1)= RA eee = 8 (7) aa a =a ps — =e 


folglich wird | = 
(10. ) aS oe Sosa i= = 5 ak 3 1 cm) a fe ze a + 


oder 
(10a.) 8, —Inm = = n= ave gS 58-43 1a (w) 


Nun ist Shier 


aoa m-+1 
lim In “at -)= lim co 0, 


- M=CO Mt== 00 


so dafs man erhalt 


(11) lim [9 — Inm] Bes: So 


Diese alternierende Reihe ist konvergent, weil de 
absolute Betrag der Glieder immer kleiner und schlieBlic 
unendlich klein wird, denn in = nahert sich der Zahl 


mit wachsendem m sehr schnell dem Werte 1, wihrend d 

Nenner iiber alle Grenzen wichst. Deshalb haat die Summ x 

einen bestimmten, endlichen Wert, den man mit y+ bes . 

zeichnet und die Hulerwane Kons nennt. ‘ 
Die Berechnung von 


1 ‘Sea ae 
(11a,) y=5%—ZHtGS—+-- 


kann man noch vereinfachen, wenn man beachtet, dai 


pee 


> 


te we Berechx bong vont oo. 


bt ee Ros pt 


tr 


= ts 


% 
Ls 


Pct: ‘Dadurch geht poeane (te tiber in | re ‘ 
a ih) ‘y=1—n245 55S p14 7 (i 1)— +>; 


4 “aie ese Reihe ist sogar unbedingt konvergent, weil der ab- — 

solute Betrag eines jeden Gliedes kleiner ist als die Hilfte 
vom absoluten Betrage des vorhergehenden Gliedes. Dar- — ¥ 
aus ergibt sich dann “wae 


(12, % 7 = 0,577 215 664 9. 5 
ss Nach _Eimfiihrung dieser Hulerschen Konstanten + “Y 
~ findet man aus Gleichung (6.) oe 

; 13.) lim In F'(p) = InI() vo 
a thes ‘ 2 8 4 ' ae 
es, ~ = —py—Inp +7458 —Sa t+ Set | 3 
a Dies ist eine alternierende Reihe, die fir 0<p<1 ‘ a? 
_ konvergiert, weil der absolute Betrag der einzelnen Glieder . 

immer kleiner und schlieBlich unendlich klein wird. Der a 

Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder ist nimlich, ey. 

vom Vorzeichen abgesehen, ig 

_ : 


np Snip 
nm+1 S&S, Spe Se ee: 


Kennt, man die Werte von In/(p), so findet man 
daraus auch die Werte von J'(p), und zwar zunachst fiir 
0<p<i1, dann aber auch mit Hilfe der Formel 


- ; PL + p) = pip) 
fiir alle positiven Werte von p. Dies gibt z. B. 
11,0) = 1,0000, (1,1) = 0,9514, (1,2) = 0,9182, 
T(1,3) = 0,8975, (1,4) = 0,8873,. 1(1,5) = 0,8862, 
(1,6) = 0,89385, (1,7) = 0,9086, (1,8) = 0,9314, 
(1,9) = 0,9618, (2,0) = 1,000%*). 


*) Eine ausfiihrlichere Tabelle findet man in den schon mehr- 
fach erwihnten Funktionentafeln von Jahnke und Emde, 
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_ 


= In(t hayes 
= folglich wird 


4) InP oe $n) + p—) —Inp : 
: FS.) 48 p= D— 


Aus der Sens epee 
Pd+p)=pl(p), oder In +9) = top + In 
folgt dann fee ioe = 


(15) InP +p) =p—7)—Inth +P + Beg ie 
: PG Ei pode 


Da die Reihe ant - rechten on dieser Gleicl 
unbedingt konvergent ist, so bleibt sie auch noch kon 
gent, wenn man 7 mit ae vertauscht, d. h. wenn man a 
Sa nimmt, daf : ss 
<= 1 = pee, oder 024 pee 
= ist. Es laft sich zeigen, daB Gleichung (15.) auch in dies¢ 
Falle noch richtig bleibt. Doch soll der strenge Bew 
iibergangen werden. Durch diese ap erhilt fe 


(16.) Int'd — p) = —p—7y—In— 9 +4 (0 


Shes 
.& 


+2 G4 Ge 


und wenn man die Gleichung (16.) von der Gleichung — ES 


abzieht, 
(7) InP. + p)—InP( — p) = UA — y— 1 G4) 
9 7 ES] 
== (Seal 2?” ig 8, — 1) — —- ee 
5 
Aufferdem ist a Formel Nr. 251a der Tabelle 
18. hes eae 
(18) rd +20 —p) == 


wz 


mPa +2) +Inr—2)= (als Pl 


sin ( a 


<3 as a ee 
= pl 7) = 41n = gin 


Fm —)—® Hig pear 


é 


* ae nach Ungleichung (9.) jedes Glied der unendlichen 
pr: _ Reihe dem absoluten Betrage nach mindestens 4mal kleiner 
ist als das ee ends Glied. 


§ 94. ‘ 


____ Einige besondere Werte der Gammafunktion a 

F . und ihre Anwendung auf die Berechnung von Bae. 

. bestimmten Integralen. i. ae 
(Verg!. die Formel-Tabelle Nr. 257 bis 264.) 

Nach den Formeln Nr. 249 und 252 der Tabelle ist 
rl+p)=pl(p) und IP'(3)= Vz, 


* 


ENON NY ye oe 


-folglich wird 


eae Aer kop Py 2 Ba 
ay rG)=5'", rG)-iv= rG@)="*s-V=-- 


Ferner folgt aus Formel Nr. 251a der Tabelle, nam- 
lich aus 


oe ve Ve 


Va DT = 1) 


7 : ie 4 i 4 
(2.) ri+4ra—-pj=-— > 


4sin CG) 2V2 
oder nach Forme] Nr. 249 der Tabclle 


Qa.) _PQrp = V2. : 


in 


a -erh' alt man 


ace ees To a pra - mie 


1 
“sa ) ee 


FE har : pe ee a 
t4(39.) = ys te r eae. tae 
pes) Se nm) = Vas ee 
Setzt man é Asia a 

a—=sin%t, also — y < z = cost, da = 2sintcostdt, 


sO wird ae ing Say USE See kreee Wee _ se 
(4) Bop, q) fern = aide : 
rao erry ae 
= 2[sin?—Itcos’e—ttdt = ie 
ie ee Lip- +9 | 
0 ‘ 
aie Dies gibt fiir p = oy q= Z| nach Formel Nr. 258 de 
; ah oa Tabelle Hes a 
ae TQVx eee a2 : 
‘ : | Bi, D= Bay p= fase a . 
oder : | is i eZ 
ae: F % > - a 
(5.) 2faint Vsint dt = fen Vesta = ae y a 


- 


0 
oder mit Riicksicht auf Gleichong (a.) 


4 4 


7 : 2 * = * 
oe 1 
‘ (6.) Ls Vsintdt 2 Gaoe cas tHe 6 ee aes 6V ix = sagt 


Fir p = q=4, also op SI ae wird ‘a 


4 mit Riicksicht auf Gleichung (3a.) x 
ra? rays V3 = 

ee = + Sara ae 

ee , Vsintcost aE) 213) L(3) @) an 

Setzt man 4 

2t=Q, also 2sintcost = sin(2t) = sing, a 


so wird © =: 


vaage. 


2p - dy Saaiy fe 


a sn ei Oe sin wy i V sing 


Jolgich | oe 


r- 


ae: Iris = aya! ri. 

2 Jetzt sei 

ae : 
= BED = = #, also cos’ = 1—2*, sing = PF 


3V 2dz 


ES dann wird 


ae: 3 1 
pe ’ y sing : 13! 
a j deshalb findet man fiir das elliptische Integral 
ae = eee 
£ 10. frets = ify == =r 

= ( ») Viz Pine ~ 97-92 V3 "ay 
, Fir p= 3%, gq=% ah Gleichung (4.) tiber in 


wo*ma 


ray _ arg _ srg? 
2 stout fT cia) ~ POPE’ 


oder mit Riicksicht ant peso cinng a.) © 


ay3 


(11.) fi ysint costdt = ps 


#4 ae V3 cosgd V ade dp = ’ 
oa “y' ’ Zp y $ ’ p= 9V1—2 


; es Sree Po ne “rev _ : ore 


ae J Vcost ee . = orn us “Vi 


= etzt sel 


cost = 22, also sin% eS ,sint = Gas 


= sintdt —= 2zedz, ats= = ee | = = 2S 


dies gibt 


ee folglich wird 
ye ak 2 
: a4) dz Se 


JVi=s ~ iy Veost We ae 


= 


chung (2.) iibergeht in 
— (2a) du = F(x, y)dx + G(z, y)dy. 


= XV Abschnitt. 


I ntegration der. Differentiale der Funktionen 
von mehreren Veriinderlichen. 


me . 
an 


-___-Volistandige Differentiale der Funktionen 


von zwei Verdnderlichen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 265.) 

BALL) au = fla, y) 

_ eine Funktion von zwei voneinander unabhingigen Ver- 
anderlichen, die nebst ihren ersten partiellen Ableitungen 
naeh x und y fiir die betrachteten Werte von x und y stetig 
ist, so wird nach D.-Rk. (12. Auflage), Formel Nr. 229 der 
Tabelle das rollstiindige oder totale Differential von u 
: Ou du 
-wobei nach Voraussetzung 
; Ou Ou 
(3.) 6g EY ree G(x, y) 


noch stetige Funktionen von x und y sind, so daB Glei- 


7 


Wahrend in dem Vorstehenden die Gleichung (2a.) 
aus Gleichung (1.) abgeleitet ist, so kénnte man sich um- 
gekehrt auch die Aufgabe stellen: ,,Man soll uw als Funktion 
der beiden Veranderlichen -x und y bestimmen, wenn du 


durch die Gleichung (2a.) gegeben ist, oder, was auf dasselbe 


wa 


s : Fx, Yy) and Gc, y nicht “willkiirlich Ber hy sei: 
es miissen vielmehr F' und G einer gewissen | Bed 


sakes Ou 
i hinauskommt, a ep 


a gegeben sind. “ 


geniigen, damit sie die panalyy Sblsteanecn ein 


| aie bereits snfgeselten Voraussetzangen este, a 


(4) 3 ae oa 
oy 


7 te die vobeecl 


Werte von x und y stetig cee a0) ere sich diese . e- 


auBerdem auc ch 


- Formel Nr. 235 der Tabelle 3S 
AG ) o(o") 
(4.) | ose ee 


wird, da also mit ne auf die Giaenen @) 
OF, y) OG(a, ee p= 


(4 a.) oy ES Ages: + : ; 3 : . & 
sein mu. Diese Bedingung ist notwendig, wen ae 
(5.) du = F(x, ydax + G(a, y)dy 


ein vollstindiges Differential sein soll; sie ist aber ‘auch, ZB 
wie sogleich gezeigt werden soll, hinreichend dafiir, da8 es 


eine Funktion ; ; a 

6) u= fe, y) = a 
gibt, deren vollstandiges Differential mit Fdx ea tiber- - 

einstimmt. | = 

Bewels. Wie dio Gleichung 3 | ie 

Ou, Fo 4 

(7,) ae EY) a 

aus Gleichung (6.) hervorgeht, indem man y als eine Kon- 

stante betrachtet und die Funktion wu nach x differentiert, 

so wird man es versvchen, aus Gleichung (7.) dadurch Glei- a 


chung (6.) herzuleiten, da8 man y wieder als konstant an- =s 
sieht und die Fanktion E(x, y) in bezug auf x integrase 
Deshalb bilde man zunichst die Funktion Fae 


ed coatinaa Ronstarite ist. Aus sp Gleighing (8) 
| dann nach Formel Nr. 187 und 188 der Tabelle mit 
Ri cksicht : auf Gleichung (4a.) — 


<i seal OP(a, ee aioe 
‘i oe eck ee D — He, y) Y). Mae 
) ev D_ OP (ay) a, Gee Ya a 
i . Th Oy aA Aad : A t: 
7 oe? a = (Gta, we = Ga, y= oe Y)s } 5 ‘4 


_ folglich ist : 
G1) dP(a, y) = F(a, y)dx + [G(a, y) — Ga, y)]dy. 
2, Setzt man bigs 


F (G2) Jaw die Oe Se ae 

Be wobei die untere Grenze 6 noch beliebig ist, so aac Se 

/ dQ (a, ; 

+ 08) dQ, y= ao D aly = Gla, yay. | 
Deshalb wird +a 


(14) [Pla y) + Q(a, y)] = F(a, ydx + G(a, y)dy, 
d.h. die gesuchte Funktion ist 


(15) w= Pw, y) + Qa, y) —/Fe, nia Jota y)dy, 


und zwar ist die gewahlte Panletiot u SO wasting daf sie” 
in dem willkiirlich gewihlten Punkte x=a, y=0 ver- 
schwindet. Man erhilt aber sogleich die allgemeinste Lé- 
‘sung der Aufgabe, wenn man noch eine willkiirliche Kon- 
stante C hinzufiigt, denn es gilt der 
Satz. Jede andere Funktion U, fiir welche ebenfalls 
die Gleichung 
dU = F(x, yjdx + Ge, y)dy 
besteht, kann sich von u nur durch eine Konstante unter- 
scheiden. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist 
Be Fie ) und Truaslig 9 ) 
Ox a ’ y Ox re D, ’ Y } : 


folglich kénnen sich U und uw n . 
durch einen Ausdruck voneinander unters 
g unabhingig ist. Das kénnte in diesem Falle 
Funktion vy) von y allein sein. | Danach wire also 
| T=ut oy fe 


wes 


Nun ist aber nach Voraussetzung _ ion a 


OU Ou . Ou 
Gy ay w= ee und ta 


stante sein. “Die allgemotriats Tee hat daher di 
(15a.) u= P(x, y)+ OU, y) + C.- SS 
Daraus ergibt sich auch, daB sich das Fridresaltag 

um eine Konstante andern kann, wenn man in Glei 
(15.) die willkiirlich gewahlten Integrationsgrenzen a 
_ 6 durch andere, a; und ;, ersetzt, oder mit anderen Wo 
daB in dem Endresultat die Ausdriicke, welche noch a 
6 enthalten, mit der Integrations-Konstanten C ver 
werden kénnen. Man kann deshalb die konstanten Glie 
yu 

welche man aus /G(a (a, y)dy durch Einsetzen der unter 
Grenze erhalt, Poitlasien: weil sie in der Integrations-K¢ 
stanten enthalten sind. Die Glieder, welche noch ae 
halten, lassen sich so zusammenfassen, daB sie ebenfalls » 
der Integrations-Konstanten vereinigt werden kénnen. 
In ahnlicher Weise, wie die Gleichungen (15.) und 
(15a.) hergeleitet worden sind, findet man auch die ies 


(16.) = Jae, 9) \dy + JPe, bdx + C, 


_ welche sich in dem eben ienioerae Satze von der in 
Gleichung (15.) gegebenen Lésung nur durch den Wert der 
Konstanten C unterscheiden kann. 
§ 96. : = 
Ubungs - Beispiele. : a 
Aufgabe 1. Man soll w als Funktion von x und y be- a 
stimmen, wenn 
(1.) du = (3x? + 8xy)dx + (4x2 + 3y%\dy 
gegeben ist. a 


| Eecist,, dab iso in diesem Falle Fdx + Gdy ein vollstindiges — 


An flosung. Um zuniichst zu PerinsSneor ob die Flite 


von: ane” a) ein eee Helis ist, 


aoe @, y) _ 8x" + Say) _ 
(Oy Oy 
OG (a, OG, y) _ — O(4a:? + By?) 
Or Ox 


= 8r. 


= 8x. 


Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgt, da 
. OF (x,y) OG(x, y) 


Oy Ot aa 


Man darf deshalb ohne weiteres das in 


Gantesebone Integrations - Verfahren anwenden und 
iy 


r : - = 
SE (x, y)dx = (3x2 + Sxry)dx = [23 + 4x*y|) 
a > a@ 

= a + duty — a? — 4a*y, 


Bae sy Y 
(6) J Ga, y)dy = Jha + By*\dy = 4a%y + y — 4a — 6%, 


Z 
E algo; 
3 (4) w= t+ dary — 8 — Say + ta?y + y* — 4a%h — 63, 
wo sich in der Tat alle, die unteren Grenzen @ und 4 ent- 
haltenden Glieder -— a*—- 4a*b — 4° mit der Integrations- 
‘Konstanten C yereinigen lassen. Die allgemeine Liésung 
- Jautet. daher: 
(8) u= +4 4a*y + 4+ C. 


Aufgabe 2. Man soll v als Funktion von x und y 


_bestimmen, wenn 


9.) du = (20x27 — 21xr*y + 2y)dax 4- (-— 723 4- 2a + 3B)dy 
gegeben ist. 
Auflésung. Man kann zuniichst durch Bildung von 


oF 0G>~. 
Ye ee 33. ot i 
dy und Bz 7e1een dal 
= = 0G 
ead Ot 110% 2 ‘6 
(10.) shies Bier +2 


wird, und daB8 ae die rechte Seite in Gleichung (9.) 
ein vollstiindiges Differential ist. Dann erhalt man 


or is 


(12), Jaw yay = = f-ta4 204+ 9)ty = —Toty +2 j++ 8y+- €2 
wahel die von ‘ior ‘unteren Grenze bo “heltahronder 
stanten Glieder mit der Integrations-Konstanten_ C 
~ sind. Deshalb wird zunichst ie < 
(13.) Hm bet Toy + ay — Bal + BY + 
oder, wenn man : 


(14) | bash Oe a 
-setzt, s» : * 
(15.) u = Bat — Tay yf ny + By On. 


Aufgabe 3. Man soll uw als Funktion von =7 

sestimmen, wenn ox 
(16.) du=(2Ax+ By + C)dx a5 (Ba + 2Dy + Baty 
gegeben ist. 
Auflésung. Hier ist aaist Ea 

OF 0G a ~ 0G 

(17.) Oy = B, Dee =e, also =——- == oe. 

folglich ist die rechte Seite von aaee (16) ein v 

sedge Differential, man erhilt daher — aS 


(18.) JF, ae = =fe 2A +By + C)da = (Ax? + Banj +Onl 
= Y Ag? saa Cx— Aa? —Bay— <6 


Bae 


(19) JG y)dy =K Ba + 2Dy + E)dy —— 
Saf 4+ Dy+ By t+. — ae 

Dies gibt Z £ yr : oho 

(20.) u = Ax’? + Bay + Cx— Aa? + Dy? + Fy + Qi, soa 


oder, wenn man — Aa?+ C; mit C2 bezeichnet, 
(21.) u = Ax? + Boy + Dy? + Cx + Ey + Qh. 4 
3 
Aufgabe 4. Man soll uw als Funktion von x und ns F 
bestimmen, wenn ae 
(22.) dime ee 
x+y 


Ls 


gegeben ist. 


ae ay 
fig 


Elsen ae 


P= 


- Daraus folgt 

1) Fay —2 0G) _ Y—2 : 
oy rye dx (att PP 

“ re’ 7 Da diese beiden Ausdriicke einander gleich sind, 


ri Differential ; man erhilt daher nach Formel Nr, 28 der 
oS 


- - @) fr x, ydx = — fp a =— [pee] 

E =— HG =) + arcte(2 “) 

(26.) foe y)dy = jae = aretg(*) + C. 
. é : 


é 
Dies gibt j 


(7) “= — arcte(*) aa aretg(‘ “hah arete(2) + C. 


Die Summe der beiden mittleren Glheder ist aber . 


konstant, denn setzt man 


arcte(*) =a, also = tga, 


so wird 

; Pine = ga =etga = te(5 ~— a); 
(28.) aretg(¥) =F apr bom pone 5 — wo) 
oder 

(28 a.) | arctg(~) 4 arctg(¥) = 

. 


lie rechte Seite von Gleichung. (22a.) ein vidbsinitnes 


nyt “hy 


Oe Nea 


» 


a ig ft ial = a 
yer st te ; SFP a ee ¢ yee y 
5 ag ea al at mo me yi 1S, te step ‘ 
oe sa eae athe! ae a ® fy 2 Ses’ i hd eee oP ; > 


A 


= 


é 
Gh 


oe Bezeichnet mi 


: ea), 


Aufyibe 5. Ga. soll ue nce 
bestimmen, wenn — 


~ (30) iu =(b— ¥ ee 


| ec. o— yp 
gegeben ist. SS eae 
Auflésung. Hier ist 
eI) OF, y) _ G(x, y) _ _ Seey es 
S2OUGs ia Ore aes —@ @— yp” 


folglich ist die rechte Seite von Gleichung (20) lr 
stdndiges Differential; man erhilt eee 


 @) fr nde = ~fE= ay ee leer yj 


: Mi y ee 5 
plete 

anes pase os = a SF 

33) [G(a, yay = IG =2)a ee 

at ) fa y)dy Sera, y aay ee 


Dies gibt #3 


2 oe ae 
(34.) “= Ine + i — Ine + [ny + 0 


3 =n(2)+—2. C, 
= ~nG)tgay at etree = 
oder, wenn man —lna+a-+ C mit C, bezeichnet und : 
eS ak x 
CY TEA Sees 
einsetzt, 
= (35.) - & == In ¢) Bisset saa tp) 
y oe ey +O; 


Aufgabe 6. Man soll « als Funktion von x und y ae 


-bestimmen, wenn aa 


See | 
Pe \uflésung. “Hier ist . 
sl OF ay) _ OG, y) _ Gacy? + 2y° 


Oy ee typ Sig 


“ft ir, ae + fay — 5a], 


=(5m meee *) + 2y — 62] : 


ete / 2 eae 
89.) fo ydy = lee ae =! Poe 7)dy = 
eae é aie 
» Se ie y . a 
“(ees ae oF Hi a 2 2 Ne ay yr —ty+C a 


Selig y : s 
= Gry 5" Ags areta(# +-ay—yr—Ty+C. 3 ‘ 

Beachtet man, da8 nach Gleichung (28a.) ie 
ete 4 ee 2 

arete(*) + aretg(*) zie 2 

ist, und bezeichnet man die Summe der konstanten Glieder ~ a 
mit C,, so ig man ; ; 
(40.) u= In (= irae arcte(* =) xy — 5x be 


5 in a + aretg(‘ ty + ba 
ob 9 ln ” + aretg(“) +ay—y*—Ty+C 


= 5 In G) ~- arctg(*) +ary—da—y?—Ty+ Cy. 2 


“Verdnierlichen 3 Ss eee 
| (Vergl. die Formel-" Tehele Nr. 256) 


pe he x Ce ee 
~ + eine Funktion von drei voneinander unabhiangigen \ Ver 
- lichen, die fiir die betrachteten Werte von 2, y, 2 
ihren percetlen Ableitungen erster Ordnung stetig. 


a _. wird nach D. -R. (12. Ee ee Nr. 231 der T 
es *. . : ; Ou ; 
a (Qye du Sens we ye oe ¥ dy 7 ae dz 

aa F wobei nach Vora Sas Ee 


Ou : re. 
(3.) ap = Flay) oy 7 42, $= He na) 


stetige Funktionen von 2, y, 2 sind. Dadurch geht 
chung (2.) tiber in | 
(2a.) du = Fdx + Gdy + Haz, 
wenn man der Kiirze wegen F, G, H statt F(a, vs se 
G(a, y, 2), H(a, y, 2) schreibt. eee 
Wiahrend in dem Vorstehenden die @letching) (2a.) aus — 
Gleichung (1.) abgeleitet ist, so kénnte man sich umgekehrt — 
auch die Aufgabe stellen: ,Man soll « als Funktion der drei 
Verinderlichen x, y, z bestimmen, wenn du durch die Glei- am 
chung (2a.) gegeben ist, oder, was auf dasselbe hinaus- ‘: 
kommt, wenn a a ou durch die Gleichungen (8.) ge- 4 
geben sind.“ aa 
Dabei erkennt man aber wieder sogleich, da8 die drei ; 
Funktionen F, G, H nicht willkiirlich gegeben sein diirfen; re 
sie miissen vielmehr gewissen Bedingungen geniigen, damit 
sie die partiellen Ableitungen ein und derselben Funktion 5 
u = f(x, y, 2) sind. Wenn F, G, H selbst, und wenn aufer- 
OF OF 6G 0G OH OH 
Oy’ Oz’ Ox’ Oz” Ox’ « k 
—- 


: 
L's 
. 
“I 


es? 


dem auch die Funktionen 


hteten Acie dé Verdinderlichen stetig 8 sind, 
sich’ diese Bedingungen aus der Uberlegung, “as 
D-R. (12. pulses) Formel Nr. 235 der Tabelle = 
ey =) (5 2G) _ iD Je) a(5 dy. 1) G5 ae 
“Sa On” se ee 
on also mit Riicksicht auf die Gleichungen Ae 

oss OF _ OG OF _ 0H OG OH 

Oy Ox’ 02. Ox’ Oz oy 

oe ee att Diese Bedingungen sind nokwendig, damit die 
ee Seite von Gleichung (2a.) ein vollstindiges Differential 
; tp ; sie sind aber auch, wie sogleich gezeigt werden soll, 
a hinreichend dafiir, dai es eine Funktion — eee 

6) u = f(x,y, 2) a 
= gibt, deren vollstindiges Differential mit 
_ Fda + Gdy + Haz 


f 


E. " Gbereinstimmt. 

eg La = 
: _ Beweis. Wie die Gleichung E. 
fe Ou ea 
: =. 
aus Gleichung (6.) hervorgeht, indem man y und 2 als a 
_ Konstante betrachtet und die Funktion u nach 2 diffe- E 


-renttiert, so wird man es versuchen, aus Gleichung (6.) 
Gleichung (6.) dadurch herzuleiten, da man y und z wie- 
der als konstant ansieht und die Funktion F(z, y, 2) in 
bezug auf x integriert. Deshalb bilde man zunichst die 
Funktion 


} @) P(a, Y; 2) = JF(a, Y; 2)dzx, 


-wobei die untere Grenze a eine ganz beliebige, von den 
Parametern y und z unabhingige Konstante ist. Aus 
Gleichung (7.) folgt dann nach den Formeln Nr. 187 und 


188 der Tabelle und mit Riicksicht auf die Gleichungen (4a.) 
OP(x, y, 
8) CPE?) Fx, y, 2 
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: (10, Be tt 1 hae vs a, de 


~ 


= : s = [H L, ee ais: =H ie, us "9 5 x (ay 

 folglich ist : z 
(11.) aP(x, Y); 2Z)= ett @, Y; ae — [Gla 4 Y Se Fate a, 

+ (A(x, Y 2 ae) 


Setzt man _jetat 


as 
(12) Qa, ¥, poe y; ay, : 


= Formalin Nr. 187 und 188 der Tabelle 
= | . . “5 5 cs 
: i ¢. = Te = Gey, 2) ; : 
ag 20a.) (26a,n2) ,  (PHana , 
ve a, Y; SME a he 
aS Gf). =| De dy = | by 
: = é > ae 
= (Ha, , 2)], = He, x, eee 
Dies gibt | a 
- (15) dQ, y, 2) = Ga, y, dy + Za 2) — Ka, b, ee ie 
SchlieBlich sei “ths & 3 
a6) Rp bs aye Sila b, ede, = 
ee. 
wobei die untere Grenze e eine beliebige Konstante ist, =, 
dann wird 
(17.) af(a, b, 2) = Ha, 6, z)dz. 
Dies gibt 


(18) d[ P(x, y, 2) + Q(a, y, 2) + R(a, b, 2)| Buse 
oy F(a, Y, 2)dx + G(a, Y) z)dy <7 A(x, Y; 2)dz, 
d. h. die gesuchte Funktion ist 


eos 


+ iy Se 7 Sef is oa Peer Piss 

2 ee “7 < a rhe > Fe 
99 6¢ Me : 
‘ Integration cllstndige Differential 


= Pu, Y; 2+ Qa, % 2) a R (a, b, 2) 
2 Bi (2, Y) de +f Gla, Y; z)dy +f Ha, b, edz, 


een zwar ist die Funktion wu so bestimmt, da8 sie in dem 
‘ ce illkiirlich gewahlten Punkte x= a, oes z=e ver- ae 
ae -schwindet. Man erhalt aber sogleich die allgemeinste Lo- = 
Be sun der Aufgabe, wenn man noch eine willkiirliche Kon- — . 
_ stante C hinzufiigt, denn es gilt der 


Satz. -Jede andere Funktion Sip fiir welche ebenfalls Boy. 
die ie Gleichung uf 
dU = Fdx + Gdy + Hdz a 
Diespoht kann sich von u nur durch eine Integration skonstonte ae * 
a _ unterscheiden. oo Ao so 

‘tb 7 
& Beweis, Nach Voraussetzung ist . aa 
* 20) He = F(x, y, 2) und auch = = (ea 2), ae 


> ‘folglich kénnen sich U und wu nach Satz 2 auf Seite 3 nur 
durch einen Ausdruck voneinander unterscheiden, der von 
x unabhangig ist. Das kénnte in diesem Falle son eine 
Funktion g(y, z) von y und z sein. Danach wire also 


(21,) U =u +t oly, 2). 
Nun ist aber nach Voraussetzung 
-(22,) Be = a ?) = G(x, y, 2) und auch che Gz, y, 2). 


by dy ¢ oy 


Deshalb mu st gleich Null sein, d. h. g(y, 2) 


kann nur eine Funktion der einzigen Verinderlichen z sein. 
Von z ist sie aber auch nicht abhangig, denn man kann 


in derselben Weise zeigen, daf oe el gleich Null wird; 


d. h. g(y, 2) ist eine Konstante. Bie allgemeinste Lésung 
hat daher die Form 
z 4 
(19a) u— JF Ue, y, de + JOG y, dy +/Ha, by \de + C. 
87* 


. Sa, b, ade durch Finsetzen der uoteren | Gren ch : 


LS 


dann in feces auf 2 und palsies in tee wae 2 zu int 
grieren. Auch Jade andere Tee ist. ee = 


auf Funktionen von . Veranderlichen ahertvesel } t. 
Dabei kann die rechte Seite von 3 : 


Qh) du = Fide | Paty $e Pedy 


nur dann ein vollstdndiges Differential einer Funktion = 

(25.) . U = f(t, Wry. Ep) se 

sein, wenn die —— Bedingungen ; 
OF, _ OF, ay, B= 1,2 3,8, | 
Oxg Oy b= 1,253)..." Se 

befriedigt sind. Es wird dann aS ae 


(26.) w= JF (a1, Pass ie Ln)day, + SF kar, X25 oo Vy) 


+/F3(a1, a2, Us, +. a%n)dary + - 


+ JF (a1, ig, ++ An—1, Le)ALy + C, 


iS ee ; Me 
a ee oe 
1. ‘Man soll u als Funktion von 2, Y, z. be 


_ Ade _ de Be ae 


‘se fis diesem Falle ist — 
Pay e cs SEB | 


a OF 0G 4 ar on 0, 24 _ 6H _ 
SO) ey Oa” Oe On Oe Oy 


2 Me Die rechte Seite von Gleichung (1.) ist daher ein voll- a 
__ stiindiges ib eas und man erhilt eee San 
“=e ll Fis 
2 ; ‘Aa a+ B EL Sef a 
E S28 Ga, y, 2)dy = a" Jae Aa + Bz) IG _ 5) ee 

: (6 1 fines 2)dz fe =20- c) a ee ee C, 
* folglich wird < 
A Be A B 3 
0) wa $4 H+, Be 
a 
oder, wenn man ae + C mit C, bezeichnet, - 
> 
(8) 3 Gl et oe O. 


Aufgabe 2. Man soll wu als Funktion von z, y, z be- 
-. stimmen, wenn ; 
(9) du=(y> + ye?) dx + (8xy*° + xz" + By*z)dy 
. + (42° + 2ayz + ydz 


Beaoben ist. 


Wis 
4 
<4, 


: “die rechte Seite von i @leiehate @) i = 
igs ml eases und man erhilt = 


aay fo y 2)dy = faye + 024+ 8y'2y = ay? 
> : = al y-baye+ yea — abe? — Be, 


(14.) Jia, b, ave =< fits + abet Bde = eo 


Rees 


‘ : , (15.) U ie se yea ee fe Bec. fin ae a se C RY 
wae = ay) + aye? + ye + A+ 1, 


Aufgabe 3. Man soll u als Funktion von 


bestimmen, wenn ee 
cs - 
as E (2+ 7) V2— = ~ ey? es y|ay ia “ 
1 ‘ay 2 : ee 
; i E a Vaan = oer — - cosz |de : = Oa 
gegeben ist, wobei : SF se : =e ‘ 
(17.) ; fa Vx? aa y? +. 22 - : 3 


sein soll. 


Be aoe On x yz ig ee 
he eee ae Aaa we Ret 
ie Te a me oH 


2@—2yVA—ey oy 
Die rechte Seite von Gleichung (16.) ist daher ein 


- vollstiindiges Differential, und man erhalt, wenn man der 


Kiirze wegen . 


(23.) V a? + y? + 2? an ra und Vai+et Z= Pro 


setzt, 


2 a Aes ae SaaS 


= Inte + r)— arc sin(“) + e] 


= In(z + r)— Ine + 71) — are sin(*) 


zr a 
. {a = = 
+ aresin(“¥) + e% —e’%, 


“i> 


= In¢ rs n= — are = 3 
Dies gibt 2 ee ee 


' 


cia) u=In(e+ ") _ -aan( D+ + e + coy 


XVII. Abschnitt. 


Kurven-Integrale*). 


% 


§ 99. ; aa 
Begriff des Kurven-Integrals. | 
eed: _(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 267.) 
ea ars der Ausdruck 
E013) F(a, y)dx + G(x, yjdy - ie 
_ kein’ vollstiimdiges Differential, so gibt es keine Punkin a 
oe der beiden unabhingigen Verinderlichen x und y, deren ee 


. Differential der in (1.) gegebene Ausdruck ist. Anders ge- Bes 
a _ staltet sich aber die Sache, wenn man diese Unabhingigkeit ros 
4 aufhebt, indem man durch die Gleichungen a? 
— @) z=), y= v6) = 
eine Beziehung zwischen x und y herstellt. Unter der Vor- = 
--- aussetzung, daf die Funktionen = 
Be Ht), WO), 9), WO) 2 


in dem Intervalle von t = t) bis t= t/ etndeutig und stetig - 
sind, und daf auch die Funktionen F(z, y) und G(z, y) fiir e: 
die zugehérigen. Werte von x und y eindeutig und stetig ey 
sind, wird der Ausdruck 
GB) Fa, vide + Hx, yidy = (Flo, volo + Glo, volwO}at 
das Differential einer Funktion der einzigen Veranderlichen t. 
Diese Funktion kann man durch Integration finden. Dabei 
- eatspricht den Gleichungen (2.) eine stetig verlaufende 
Kurve k (Fig. 162),.die sich vom Punkte Po mit den Ko- 
ordinaten 


*) Der Anfiinger darf diesen Abschnitt iiberschlagen. 


se re 


grals nicht nur von dem Werte der Grenzen abhiingig, — > 


bis zum Punkte ise mit 
-ordinaten: “a ya 


v=), = = we) 


erstreckt. _ Setzt man bei ni 
gration des Ausdruckes in ( 

chung (3.) die Grenzen_ to und 
ein, so nennt man 


thes 4 is ; ees 
A) fle, vide + a, yet ee! 4 
=/\r [vt), VO] OE) + Glott), Welw enya | 


vith lings der Kurve k vom Punkte Po bis zum ‘Punkte pi 
cratrechte Kurven-Integral* Dabei ist der Wert des Inte 


sondern auch von dem Verlaufe der Kurve k. Ae a 

Auch hier kann man das bestimmte aiteprad als den - : 
Grenzwert einer Summe erkliren. Zu diesem Zwecke ee 
man das Intervall von to bis t’ durch die Werte t, f2,.. Be 
tn-1 in ” Teile, die nicht gleich zu sein brauchen, aber ad es 
beschaffen sind, daf} sie simtlich verschwindend klein wer- “ak 
den, wenn » ins Unbegrenzte wachst. Dem Werte f, sei a 
auf der Kurve & der Punkt P, mit den Koordinaten 2,, y, 
zugeordnet (verg]l. Fig. 162), und der Kiirze wegen werde 
F(@e, Ye) mit PF, und G(x, ya) mit G, bezeichnet. Dann — 
bilde man die Summe | 


(5.) 8 = [(a,—a)Fo+ Wi—2 yoo] + [are — an), + (y2— yGh) 
Sk (ae! — 2,1) F' ably —Yn—1)Fn—]- 

Die einzelnen Glieder dieser Summe sind nach den 

gemachten Voraussetzungen bestimmte, endliche GréBen. 

Wenn man wie friher mit 9 und 8; noch unbestimmte,” 


GréBen zwischen 0 und + 1 bezeichnet, so ergibt sich aus 
dem Mittelwertsatz der Differential-Rechnung 


Ba —La—1 = Pla) —ba-1) = (taba) P'[ta—1 + Ola —tea)], 


Perey es ere" 


ae 


Beyer Ya MRE hi: Be Mt). Ab. 
er: ‘ Peshalb er) man ieetng (5.) auf die Form — 


; iy nach ie thacine die Wan kuores p(t) und w(t) os 
. in. dem betrachteten Intervalle stetig sind, so kann man yet 


At 80 klein machen, dah = aes 
—@) lot +.) —9'b| <e und jw +4t)—vO|<« 4 
"werden, wobei « eine positive, beliebig kleine Gréfe ist. Bo 
Dann wird aber erst recht = “oi 
x 40} |¢ gt +0. 4th—ot)| < © und ny! ¢+0,. Mt)— wit)! <b a 
ace Setzt man jetzt noch . > ae 
(1) : w= SF 1 G{tes) + Fat. Wtea)at, 38 
so wird , ; | ; i i 
(12) D=8— = =p {Fu-[9(te—1 + 9. At) — 9te=1)} ae 


| ca , ; + Go [v"( (ta—1 ote O,.. Mt) — pte -)]} At. 
_ Fiir den Wert von D findet man mit Riicksicht auf He 
die ppechang (10.) fiir hinreichend kleine Werte von 4t nd 
(13). | Dj ses Fast | Gos )at. 


Bezeichnet man noch den groften Wert, den 


Fie), vO] | +1 G4[9®, vo]| 
annimmt, wenn ¢ das Intervall von ¢o bis ¢’ durchlauft, mit 
M, so wird 


\D\ <M S At = M(t! —t). 
a=! 


Da man ¢ beliebig klein machen kann, wenn man nur 
m hinreichend gro8 macht, so wird 


“Sa 


man durch die Gleichung — 
ute) = fe), = mit der Gsiehang 6 : 


ftir die betrachteten Werte von t Hine sind, ‘und ¢ = 


QZ) go) =, gt) = we 
wird. Die Gleichungen (2.) gehen dadurch fiber in 


(8) «= of) = 9 fe] =O), y= We) = wife) = 
Dies gibt dann 


ou din “da= dt | 
= de dt de POE = we), 
eo typ yet 


pa Re ie EE 9 ae Srey 4 4 (a 
ay _ dy a _ npc) =P, 
space findet- man aus coi (15.) 


(19) lim = = Arte , Be) o't) + GH), Me) vO} weode 


</F [ P(e), P(2)] H(c) + G[ (2), B(x) mo)}de, “eG 


d. h. der Wert des Integrals ist nur abhingig von dem nN 
Verlaufe der Kurve k, nicht aber von der zufailligen Art 
der Paramnstenianeilings 
Die Kurve k heifft dabei der ,,Integrationsweg. a 
Um die Unabhangigkeit der Darstellung des Inte- 
grationsweges von der Wahl des Parameters hervorzuheben. 4 
schreibt man das Kurven-Integral in der Form 


S F(a, yde + Ga, yay), . 


2 abe die ee eee to und ¢/ fort ee ee Fe 
- unter das Integralzeichen, um anzudeuten, dab 
as Kurven-Integral iiber die Kurve & erstreckt. =e 
ihrt man als Parameter die Bogenlinge s des Inte- 2 
nsweges ein und errichtet in jedem Punkte des Intee 
ns weges eine Senkrechte auf der XY-Ebene, so ent- 
ein Zylinder, der den Integrationsweg zur Leitkurve ie 
_ Auf dem Mantel dieses Zylinders wird eine bestimmte 
~ Karve aufgezeichnet, wenn ee “* it Senkrechten den 


3 Sa Wert von Fe = + at 2 abtriigt. Bei Ab- ee 6 


- wickelung des Zylinders in eine ee entspricht dem 
it __ Integrationswoge eine Gerade, die man als X-Achse be- 
- trachten kann, und der Kurve auf dem Zylinder eine ebene 
| Kurve. Das von dieser Kurve, der X-Achse und den bei- 
. _ den zu so und s/ gehoérigen Ordinaten begrenzte Fliichen- 
 stiick ist dann der Wert des Kurven-Integrals 
< ¢ J (ro + aac. 
- -—s Aus der Darstellung des Kurven-Integrals als Grenz- 
wert einer Summe folgt unmittelbar, dafi sein Wert das 
entgegengesetzte Zeichen annimmt, wenn man den Inte- a 
grationsweg in entgegengesetzter Richtung durchlauft, denn ee 
dabei erhalten simtliche Glieder der Summe das entgegen- 
gesetzte Zeichen. Fick 
Man kann den Begriff des Kur- 
_ven-Integrals noch verallgemeinern. 
Der Integrationsweg k darf namlich 
- auch aus mehreren verschiedenartigen 
Kurven k;, ko,...k,, zasammengesetzt 
sein. Gelten fiir diese m Kurven, die 
sich bezw. vom Punkte Po bis zum 
Penkte P,, vom Punkte P, bis zum 
Punkte P2:,... vom Punkte P,,—; bis 
zam Punkte P’ erstrecken (vergl. 


Fig. 163), in den gemeinsamen Punkten 
ies Fay ts Fes aber nicht dieselben Tangenten haben, 


: i aie. die Vordimeteunpen” aie ui 
Bs macht worden sind, $0 kann man 

3 ee 
| fitan as Gay), Lee “s Gay), 


biden. and Sone ine detains ats A oe as 
Es (Fae + Gay = F(x, wa Ee ae, nan, 
a@=1 : eo aN 


A ; |e mae Eee SEE 


man ates k dan ganzen Meenas eee 


steht. 
ge epee Sel OU oes - 
a Darstellung | eines Doppelintegrals durch ein 
rey Kurven-Integral. res 
ey (Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 268.) 


Der Integrationsweg sei jetzt eine geschlossene Linie, — 

die auch aus verschiedenen Teilkurven fj, ho,...k» be- — 
eel , stehen darf, aber 

+ ee . sich nicht selbst 
C schneiden mége. 
Auferdem soll vor- 
ausgesetzt werden, 
daB die zur Y-Achse 
parallel gezogenen 
Geraden den Inte- 
grationsweg héch- — 
stens in zwei Punk- 
ten P, und Pp | 
schneiden; und das- 
selbe gelte fiir die 
Geraden, die zur 
X-Achse parallel gezogen sind. (Vergl. Fig. 164.) Die 
Berihrungspunkte der Tangenten, die zur Y-Achse parallel 
sind und den Integrationsweg ganz einschliefen, seien Po 


DY mit. den Koordinaten Zo, Yo St pamtes ae . 
rationsweg k werde im positiven Sinne durchlaufen, _ 
r 9, daf die eingeschlossene Flache F auf der linken 
 § te liegt. Dabei ist es fiir den Wert des Kurven-Inte- 
gral Is tiber_ die geschlossene Kurve gleichgiiltig, an welche 
; "Stelle man. den Anfang des Integrationsweges legt. ae 
‘Die Funktionen F(a, y) und G(z,y) seien fir alle 
: Punkte des Integrationsweges und fiir alle Punkte in 
seinem Innern eindeutig und ‘stetig; dann ist nach den Aus- 


, 


pik ite. 166. 


_ fithrungen in § 99 


Fig. 166. 


(Ly) [Fe, sie + Gx, y)dy) 
a lim [= F(a, Ya) Ax < = G (ey Ya ) Ay]. 


Geh6ren hierbei zu a, = OQ. die beiden Werte y=Y1 
und y = y2 (vergl. Fig. 165), so finden sich in der Summe 
auf der rechten Seite von Gleichung (1.) die beiden Glieder 
+ F(a.,y)4x und —F(x, y2)4x, und zwar steht bei 
F(2q, y:)4x das positive, bei F'(x,, y2)4x aber das negative 
Zeichen, weil 4x beim Punkte P; im positiven, beim Punkte 
P, aber im negativen Sinne durchlaufen wird. Deshalb ist 4 
Ty=2' 


2) SPs, yo) dn = S [Pleo y) — Fleas ys) tz 


Lg~=Z 


und 


592 § 100. Doppelintegrale, dargestellt durch Kurven: x 


(2a.) lim =  F(t0, Ya) Ax = = /ire, y1) — F(a, y2)|\de. 


Gehéren in shilichar Weise zu yg = ORs (vera 
Fig. 166) die beiden Werte «=a, und x=, und sind 
yo und y’ die auBersten Werte von y, so finden sich in der 
Summe auf der rechten Seite von Gleichung (1.) die beiden 
Glieder — G(x, yg)4y und + G@(aa, ys)4y, und zwar steht 
bei G(ai, ys)4y das negative und bei G(x, ys)4y das positive 
Zeichen, weil 4y beim Punkte P; im negativen, beim ce 
P, aber im positiven Sinne durchlaufen wird. Dies gibt — 


ve= 

(3.) Ss G (Xa, Yay = >> [G(@ee, Ys) Soe G (xi, Yp)\4y 

k YG=Y% 
und 

| ¥ 
(8a.) lim = G (ae, Yalty = || G(x, y) — G (x1, y)|dy. 
Yo 
Deshalb ist das Kurven-Integral 

(4. [WE yd + Ga, y)dy] = 


rd y' 
SNF (x, y:) — F(a, yo) dee + JG (x2, y) — Goer, yay 
Yo 


Xo 


Damit vergleiche man das Doppelintegral 


ie yok ae RY ded, 


wobei das Zeichen (kK) unter den beiden Integralzeichen 
andeutet, da das Doppelintegral tiber die ganze von der 
Kurve k umschlossene Flache erstreckt werden soll. Dann 
erhalt man, wie man aus den Figuren 165 und 166 ohne 
weiteres emiebt, 


y 
dG(ax, y) OG(a, y) 
(5.) if: Spe dady = fay f' ars dz 
(A) YW wD 


= fore, y) — Gan, y)|dy 


Yo 
und 


~~ + 


JONV 


, i Fee, v9 — F(a, rie ae y) — Bar, yidy 


“aed Y% 


ap a ~ = fore. yd + Ga, ydy). 


Bere ee ape Ks sei soa Sd 
Belem Geet wor 1 : 
ei) se: =, aye a also Fey ——4. Ga, y= 5 : 

und die Fliche, iiber die sich das Doppelintegral erstrecken 

___ soll, sei eine Ellipse mit der Gleichung | 

8) aya" + Qaroay 4. anol" + a33 = 0) t te 
3 


me. 
a (vergl. an 38 auf Seite 185), wobei 


ce 


(10.) Sins ea eae ae mas | ee 


‘reelle Gréfen sein miissen, damit der Gleichung (9.) wirk- 
lich eine Ellipse entspricht. Das Doppelintegral 


j aay J [eee Y) — andy [ferae 


gibt dann den Flacheninhalt der Ellipse. Setzt man in 
diesem Falle 
(12.) z=—asint, dey = a(ccost + aysint), 
so wird die Ellipse in positivem Sinne durchlaufen, wenn 


 £ alle Werte von O bis 2” durchlauft. Nun ist 
Kiepert, Integral- Rechnung. 38 


11422 — Ay" 


“ 


: Jetzt kann: man stig Vora da dee 
die zur Y-Achse parallel sind, und die Geraden, Zz 
X-Achse parallel sind, den ‘Integrationsweg™ k héchste 
zweimal schneiden, nb aufheben. Es gilt nim ich 
Satz, daf Gisichung (7.) auch dann noch richtig ble 
wenn der Integrationsweg k der vorstehenden Vorausset ung 
zwar nicht geniigt, wenn man aber die von ihm einge- 
- schlossene Fliche durch eine Hilfslinie 7 so in zwel Teile — 
zerlegen kann, dab fiir die Umgrenzungen k + 1 und kg — 1. 
Fig. 167. der beiden Teile .die Voraussetzung 
axa zutrifft. (Vergk Fig. 167.) _ 


-_ Beweis. Da die -Vorausset- 
zungen fiir jeden der beiden Inte- 
grationswege k, mE lL und ky, —l gel- 
ten, so findet man aus peg Se eA ) 


. dG(a, y) OF (x,y) =a 
(16.) ees oe dandy 


(Ay+2) 


. ae | -{ | Fe, vie + G(x, vay 


ky Ay+d 


(17, co) (fC ae re aaedy = | [x t+ Oe, vay] 


(Ag—2) Ky gb 


> 


Utes Sit Te 


> 
ae 
B45 


ey A durchlaufen. Diejenigen Teile der Kurven-Integrale, die 
 tiber den Weg / erstreckt sind, heben apes deshalb. fort, so 


ete, , da eae Bt Rue aR 


teas 
wee: aS 


ddiert man ABS beitien Goichuagen, so tritt links 


ante erstreckt iiber den ganzen von der eo 


h 'B und: das andere Mal in der eitiee von B nach 


psa. 


a 


fran: He Gay) + \(Fdx + Gay) — -fa Fdx + - Gay) 


rate Ao—l 


erhilt; folglich wird auch in diesem Falle 
< . : 

O Gx, y) Y) OF (a, y) fed / 
gee a a i] [Fee side + Gee, i] 


is Dion ergibt sich, ‘dad sane Gleichung sogar noch 


_ richtig bleibt, wenn man die von dem Integrationswege 


Me 


\ ke teed} ee he et A - 
r ° ot 


-eingeschlossene Flaiche durch eine endliche Anzahl von hin= | 


zugefiigten Linien 1,, ,...l, so in Teilflichen zerlegen 


- kann, daf die Umgrenzung jeder einzelnen Teilflache den 


fiir ke urspriinglich gestellten alae ae a geniigt. 


Beispiel. Es sei wieder 


(19.) == = 51 =—- = — 5» also F(a, y)=—4$> Gx, y) = 5 


‘und die Flache, tiber die sich das Doppelintegral erstrecken 


soll, sei die Kardioide mit den Gleichungen 


- (20.) x = a[2cost — cos(2t)], y = a[2sint — sin(2r)], 


(vergl. Fig. 41 auf Seite 140), dann gibt das Doppel- 
ee 


(21.) elle, OG Y) ee oo YY ddy = fazay 
C; 


‘den Flacheninhalt der Kardioide. Hier ist 


(22.) dz = 2a{[— sint +sin(2t)|dt, dy = 2a[cost — cos(2t)|dt, 
also 


(23.) Fla, y)dxz+Ga, y)dy = 4(ady — ydz) = 3a*(1 — cost)dt. 
38* 


ar pereetonsense: Bereich auf; dei der Summe der a 


‘man fir ans Pca de: 


= 


woe —303| (costa : 


vig 18 : — “Die ) 


: scree kes 
mehr st, 


‘Kur test 


§ 101. a ESS 
Kurven-Integrale von volistiindigen Differentialen. 
(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 269 und 270.) SSS 


Besteht zwischen den beiden Funktionen a foe y)¥ und 
G(x, y) die Beziehung | 
Oy Ox 5 Ogee 28 Oye 


ist also F(x, y)dx + G(x, y)dy ein vollstindiges Differential, — 
und gelten fiir den Integrationsweg k die Voraussetzungen = 
des vorhergehenden Paragraphen, so folgt aus Formel 
Nr. 268 der Tabelle, némlich— aus der Gleichung 


eee y) __ OF, OF (a, y) : Ee 
F \d yay | ae ; a 
aa in diesem Falle . : 4 
@,) SF, yd + Ce, y)dy| = 0 | E: 


ist. Diesem Ergebnis kann man noch-eine andere Fassung __ 


* 


a 
a. 
* * v 7 


chneiden sbgeh pt 

ieBen sie ein Fliachen- 
dessen Umgrenzung k aus 
en Stiicken ky und —ky be- 
Wenn» nun die Funktionen 


Ba 8 y) 


OG(a, OG(a, y) 
On - 


etig oe ist cea h Gleichung (3.) 
ae fret Gay) = = fPie+ Gdy) — [Pact Gdy) = 0, 


ieee Fig. 120. 
es P 


key, 


m 
ky 


‘ J) Fdx+ Gd 


Diese Formel bleibt auch noch.richtig, wenn sich die 
_ Integrationswege ky und ky in einer endlichen Anzahl] von 


= [(Fdx+ Gdy). 
Ae 


Punkten P,, Po,...P» schnei- 
den. Ist z. B. egy (vergl. 
Fig 170), so sind die beiden 
Kurven-Integrale einander gleich 
von Py bis P;, von P;, bis Pe 
und von P; bis P’, folglich sind 
auch die Summen einander gleich, 
wenn nur die Funktionen F, G 
und ee = abs 

Oy Ox 
schlossenen Flachenstiicken und 
auf den Integrationswegen /; 


in den einge- 


und ke selbst Aiiadis und stetig sind. Dies gibt den 


Satz. Verbindet man die Punkte Po und P’ mitem- 


ander durch zwei verschiedene Kurven k; und ko, und liegen 
diese Kurven mit den von ihnen eingeschlossenen’ Flichen- 
stiicken ganz innerhalb eines Bereiches A, in welchem dte 


‘tig u wha stig a Mind. ist e*) 

eer ae OF, y) <e.8 2060, i. 

; | Se 5 Og. oc Owe ae 

80 haben die beiden iiber key ind hee ors 
i ee denselben Wert. 


Von diesem Satze gilt auch ais a ie 
ae os pie er Sind die Funktionen Fee, 
OF RY) gq PFO Y 
ae ~ Oy On 

und stetig, und erhdlt man fir das Kurven-Integral v v 
7 einem beltebigen Punkte Po des Bereiches bis zu. ee 


innerhalb eines Bereiches 4 “ek 


80 ist F(a, ya + Ga, yjdy em volte Diff ential, 
d. h. es ist pk Seo a 
Me Ogata Sa ae ee Ste ae 

Beweis. hiegt das Rechteck PUP‘S, doeed re 

den Koordinaten-Achsen parallel sind, und dessen Um-— 
Fig: 171. grenzung mit k bezeichnet _ oe 

werden mége, innerhalb des 
_Bereiches A (vergl. Fig. 171), — 
so hat nach Voraussetzung das 
Kurven-Integral /(Fdx + Gdy) 
denselben Wert, gleichviel ob 
man die gebrochene Linie — 
PoUP’ oder die gebrochene ’ 


Linie PoSP’ zum Integrations- 
weg macht. Deshalb ist 


: 
fe + Gay) Ne yp — ok = Aa, Y) oY dx dy =0, 5 


oder 


a ee 
ZH 


; . 


; a 


JS 


fas DA 
< 


wT ere 


ow 
+a 


s eine Be natant und 2/ Als eine . Word duriehes bes) A 
is trachten, wobei sich freilich 2’ nur innerhalb solcher Grenzen _ 
- inden darf, da das zugehirige Rechteck P)UP/S inner- 


9 des Bereiches A bleibt. Nach Voraussetzung hat diese 


f Pebnkitod fiir alle Werte von 2’ den konstanten Wert Null, 
folglich muf auch ihre Ableitung nach 2’ pict: Null sein, 


dehy es. wird auch fiir x = 2’ 


4 @) | » K- =0. 


age Takegnal auf der linken Seite dieser Gleichung ist 
eine Funktion der Grenzen yo und y/, wobei man wieder 


y’ als die Verinderliche betrachten kann, die sich eben- 


falls nur innerhalb solcher Grenzen Sadern -darf, daf das 
zugehdrige Rechteck PyUP’S innerhalb des Bereiches A 
bleibt. Da diese Funktion von y’ den konstanten Wert 
Null hat, so ist auch ihre pac ahe: nach 7 gleich Null, 
d. h. es ist fiir y = 7/ 

0G OF 
(7) Ox «Oy 
und gwar Fait. diese Gleichung schlieflich fiir alle Punkte 
des Bereiches A, da das Rechteck PoUP’S beliebig klein 
sein darf. 

Da sonach fiir ein vollsténdiges Differential der Wert 
des daraus gebildeten Kurven-Integrals vom Integrations- 
wege unabhingig ist, so ordnet dieses Kurven-Integral 
jedem Punkte P der Ebene mit den Koordinaten x und y 
einen ganz bestimmten Wert w(u, y) zu. Durch ein voll- 
stindiges Differential ist deshalb eine Funktion « von x 
und y bestimmt, ein Ergebnis, das die Untersuchungen des 
vorigen Abschnittes bestitigt. Zur wirklichen Aufsuchung 


== Q; 


‘dieser Funktion w kann man nimlich den Integrationsweg 


so wihlen, daf die Berechnung des Kurven-Integrals még- 
lichst einfach wird. Verbindet man zu diesem Zwecke den 
Anfangspunkt A des Integrationsweges, dessen Koordinaten 


2s zur is ae ‘onset le 
- gleich Null, so dah man 


meter anzusehen hat und decal 


~Le + one - jee wie > 


Nr. 265 dee Tabelle 
u = \Pax + Gay) = fro yd: + Jae» oily. = 


—— : Ware der ints Perionee 80 eowailicg wor 


und durch den Punkt P eine Paalicie zur Y-Ac 
- zogen hatte, so wiirde das Kuryen- Integral 2 zu dem Au 
7 druck 


u - fo, y)dy + frre, b)dx 


gefiihrt haben, der ebenfalls. mit Formel Nr. 265 dae Te 
belle Saas 


§ 102. 

Funktionen einer komplexen Vera nderlichen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 271.) eS 

In § 108 der Differential-Rechnung (12. Auflage) war 
gezeigt worden, wie man auch rationale Funktionen der 
komplexen Verinderlichen eae 
1.) z=a2+y . a: 
bilden kann, und wie man jede solche Funktion f(z), auch __ 


wenn die darin auftretenden Konstanten komplexe Gréfen — 3 
sind, auf die Form 


= ule, y)-+ inte Vaud 
g is (ck u = uz, y) und v = u(z, y) reelle ratio- 
e Funktionen der reellen Verinderlichen x und y sind. 


1. bilden, da es stets méoglich ist, die n Werte der nten 
ae aus einer komplexen GréBe r(cos@ + ising) anzu- 
b war namlich 


_ ae V7(0o ee +isin n( Sey, 


abe man die n verschiedenen Werte der Wurzel erhilt, 
wenn h die n Werte 0, 1, 2,...n—1 annimnt. 
~ Durch Einfiihrung Eaaversenter Reihen konnte man 
ye ‘sogar transzendente Funktionen erklaren. 


ee Funktionen der komplexen Verinderlichen z nach denselben 
Regeln differenzieren kann, wie die Funktionen von reellen 
P< Peete ep eneIe Setzt man némlich 


4 =%1+ yt, 

so mége die Ableitung der Funktion f(z) durch die Glei- 
chung 

a fe) = afte) Elim Led fe) 


42 “1 ds 


4 erklirt werden, wobei limz; = z, oder lim(a; + yt) =x+yi 
__ bedeutet, daf 

Ee» -,) lima, = 2 und limy=y 

wird. Hier sollen nur solche Funktionen f(z) einer kom- 
plexen Veranderlichen z betrachtet werden, fiir welche der 
fz) definierende Grenzwert fiir alle Arten des Grenziiber- 
ganges zu demselben Ausdruck fiihrt. Insbesondere soll der 
Wert von f‘(z) unabhangig sein von der Riehtung der Ge- 
raden, auf der sich der Punkt P, dem Punkte P niéhert. 
Unter der Voraussetzung, daS man die betrachtete Funk- 
tion auf die Form 

6) fe=fety)=u+u= ua, y) + we, 9) 
bringen kann, und daf sich die Ableitung von z wirklich 
bilden 1a8t, erhélt man 


a 


‘Auch irrationale Funktionen von z=2+4 yt kann 


____-Es war damals auch gezeigt worden, da8 man solche © 


‘ 
‘a 


= 
© it) en, 
7 ab i « ¢ 
; yo Mie : A ae 
BENS xe ores O at “ae eee ‘I 


' i aa. & 
TVS, Oe sa ee A TT! | 4 


* 
at wae 


“afte iy” 
“On 


oder mit alae - @leicha hme 


au ee ae ky 


1 


A ectdiesiiohon 2a yi fiir alle Werte von x “und 
Ou du Ov a 
dx’ Oy’ Ox . 


a welche die Funktionen w, v, 


eindeutig und stetig sind. 


8 102 sa 


Kurven-Integrale komplexer Funktionen. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 272 bis a . 


Es sei zunachst : nn 


a) (QO = uf ie iv(t) j aie . a 

eine komplexe Funktion der reellen Verainderlichen ie dann s 

; hat das Integral a 
o * Z ; 4g 

2) Ji f(t)dt = = frat at +4 Joa a ore 2 

a 


eine ganz bestuminte Bedonting wenn x?) und w(t) in Soa: = 
Intervalle von ft) bis t/ eindeutig und ately sind. Jetzt 
sei aber 


: 


pice "Funktion dex Soe ales Vomaderiiblien Pees 
: nee eines bestimmten Se as A eee ‘sein 
E sisge 0. oe man dann a 
pane =  2=gt), y= WO, | pie 
S80. Picoult. der dem Werte z entsprechende Punkt P 
e eine Kurve k vom Punkte Po bis zum Punkte P’4, wenn is 2 
t alle i von ty bis t durchlauft. (V ergl. Fig. 162 auf bss 7 
Seite & 586.) Dabei mége vorausgesetzt werden, daf die a 
- Funktionen Gt), v(t), 9, pt) innerhalb dieses Intervalles me 
- eindeutig und ee sind, und daf + = 
(6) eee ay = at + Yor = (to) + iwto), DER 
De | Paw b yim ot) + int bo 
sei. Ferner mége vorausgesetzt werden, da die Kurve k aot 
vom Punkte Py) bis zum Punkte P’ in dem Bereiche A - =, 
allege. Dann versteht man unter dem bestimmten Integrale 


files, erstreckt tiber die Kurve ie den Ausdruck 
4 
ge x: Slut y) + iv(a, y)|(dae + idy) 
= J (ula, pdx — u(x, yay) + i [ule ody + vz, yd), 


% oder 
«8 » Mee = tos, ), wt)] ot) — vig), we] wt}at 


+if| ful oe), ve] y’t) + vig), v)]9’O} at. 


Man kann auch hier diese Erklarung auf den Fall 
Maples ge -wo die Kurve & aus mehreren Stiicken k;, ko, 
km Zosammengesetzt ist. (Wergl. Fig. 163 auf Seite 589.) 
Das so definierte ,,komplexe Integral“ ist von der 
Wahl der Kurve & unabhingig, denn die Ausdriicke 
ule, yda —v(a, y)dy und u(x, ydy + ox, yjdx 
sind dabei vollstindige Differentiale, denn es ist nach Vor- 
aussetzung 


ii ae lh De eee ee ee en roe 


Ou —s ov d Ov _ Ou. 
oy epee Oy Ox 


ue ver ine, ye 
Sets Ou du. Ov Om oat 
_lettungen =e oy’ an ’ Oy nae beg 
haben die tuber ky und Ie erstreckten ur 
<= ‘selben Wert, dh. es ist — ears SGretat fe 


(9). oe dz = affene. 


: : Funktion € 


Kurve k, so pos man die Rae dorek — = 
er Punkte Py und P’ auf k in zwei Teile ky und — 
legen und erhilt aus Gleichung (9.) die Gleiehu 1g 


(10.) Jt f(edz = =St z)dz — te) dz =0. 
7 Das gibt den Se 


rs Satz. Liegt die geschlossene Kurve ke mit allege r 
thr SA eC! Flichenstiicken in. dem Bereiche a 


oder unstetig wird. Es sei z. B. ~ 


1 
(11.) fe) =o apy 
dann wird f(z) unendlich fir 2=0, y=0. Nimmt man — = 
-in diesem Falle fiir die Kurve k einen Kreis, der mit 
dem Halbmesser a um den Nullpunkt beschrieben wird, so 
setze man : - = = 
(12.) x= acost, y = asini, = = 
dann durchlaéuft der Punkt P den Kreis, wenn ¢ alle Werte & 
-von 0 bis 2x durchlaiuft. Dies gibt i. 


ue 


pa nti i ‘conta 
_ eost + tid 


2x 


Be et ty 200 ey 0 
aa ' ben Wert des aes erhalt man, wenn man 
= Rca Kreis ‘mit irgendeiner anderen Kurve k vertauscht, 
By welche ¢ den Nullpunkt in dem- ‘ 
_ selben Sinne einmal umschlieft. Bebe 
Die Funktion f(2) ist. namlich 
-eindeutig und stetig in einem 
Boer A, der von zwei 
 Kreisen ads talemesscrn | 
- aundé und dem gemeinsamen 
ae O begrenzt wird. 
_ (Vergl. Fig. 172.) Dabei kann 
mana so klein und 6 so grof 
machen, da die geschlossene 
£ Kurve k ganz innerhalb des 
3 Kreisringes A liegt. Jetzt zer- + 
- sehneide man den Kreisring durch die Gerade BC, die z. B. 4 
mit der positiven Richtung der X-Achse zusammenfallen 
3 und die Kurve k im Punkte D treffen mége. Dadurch ist 
4 


BS 


der Bereich A in einen einfach zusammenhingenden Be- 
reich verwandelt. Betrachtet man dann den kleinen Kreis 
als den einen Integrationsweg k; und als zweiten Inte- 
_ grationsweg kj einen Kurvenzug, der aus der Geraden BD, 
der Kurve k und der Geraden DB besteht, so liegt zwischen 
den beiden Integrationswegen kein Punkt, fiir welchen die 


- Funktion : unstetig wird. Sie liefern deshalb beide den- 


selben Wert des Integrals. Bei dem Integrationswege kz 
wird die Strecke BD das eine Mal im positiven und das 
andere Mal im negativen Sinne durchlaufen. Die zugehé- 
rigen Teile des Kurven-Integrals heben sich deshalb auf, 
so daf von dem Integrationswege kz nur die Kurve k brig 
bleibt. Dies gibt also 


"wenn der Integrationsweg 1 eine ei 
ist, die den Pon ile: Be es 
ia oe a2 aS 20.= Xo of Yyoi 
‘einmal umwindet. Zum Beweise brau 


2—2 = acost, yp 4g = asint, also 2— 20. 


zu | setzen; dane ey man wieder se 


Bie A oe ent ia) 
" 4 = ° P - 
= Ra ree | -§ 104. 


Der Satz von Cauchy. — = 
-(Vergl. die Formel- Tabelle Nr. 275.) 


4 Die » Funktion Se (2) sel in ainenr Bereiche 4 tes 


f(2) 

Z2— Zo ve, 

eindeutig und stetig. Liegt dann die geschlossene_ Kurve x 
k, die den Punkt Po einmal umwindet, in diesem Beteleliens 

sia 

A’, so kann man genau so wie im vorhergehenden Para- 

graphen zeigen, daf . Si 2%) . 7 

f(e)dz _ f(2)dz pes er 

(L) FA) gee ; » 

& : . 
ist. Jetzt kann man den Halieeee a des Kiviens ky so a 


klein machen, .daf{ wegen der plea der Funktion f(z) 
der absolute Bettie von oe ‘ 


schlieBt, so ist die Funktion in diesem Béreiohe oe 


mined 1 fi (e-tnide 


<ee ? 


= ae ane ‘Horie Nr. 974 der abelle Prema: 
ee Ge (Py 5 ig az . . ; ~ a ‘a 


p ‘pane ? = Qn. } . 
i a " wget : ec Ch j - : 4 


ag or in : - Ay 

«> Ferner wird, ‘wenn man wieder ~ J 2 ee 
“¢ cag ~- @= 2 + a(cost + isint) = z0 + act. See F 7 ae 
align eae . De 
We aieat, iat (ee 
‘ cae Aer ae 4.) ‘ . 7s 
; oe ‘d 
i 22 2a on > 

3 8) pee ae nid “=i + ee = fes — )dt. . 


; a4 der absolute Betrag einer Summe kleiner ist als ' 
Fea die Summe der absoluten Betriige, was auch fiir das Inte-  « : 
_ gral als Grenzwert einer Summe giltig bleibt, wenn man a 
den Ausdruck (¢é—y) unter dem Integralzeichen durch z 
seinen absoluten Betrag V&® + 7? ersetzt, so wird 


. (9, | G+ mde = | i Ede =< fi V2 47pat < Qex. 
2—% } =P t 5 
& Ay 0% 


Dabei nahert sich ¢ mit a zugleich dem Grenzwerte 
Null. Nun ist aber 


Been (Tee: 25) Oni 


2— 2 2— 20 
ee 


7. (10): 


von a unabhingig, folglich muB 


608 ° § 105. Verallgemeinerung des Cauchy schen Satzes. 2 


(11.) | [EE = fes.281 =0 : = : ; ee 
sein, oder i & : | = 
eee eS re 


Dies rb den 


Satz. Liegt der Punkt Po mit den Koordinaten xo, Yo > ae 
in dem Bereiche A, in dem die Funktion f(z) eindeutig und 
stetig ist, und ist k eine geschlossene Kurve innerhalb des 
Bereiches A, die den Punkt Py einmal im positiven Sinne — 
umwindet, so ast = 

1 (fede | 3 


M0) ~ Oni | z—2 
he 


§ 105. 


Verallgemeinerung des Cawchyschen Satzes. 
(Vergl. die Formel-Tabelle Nr. 276.) 
Jetzt sei wieder die Funktion f(z) in dem Bereiche A, 
in dem auch die voneinander verschiedenen Punkte 2, 22, 
.. 2, liegen, eindeutig und stetig,; und es sei 


SA” se Ne at ad Ol 


(1.) F(z) = (2 — a1) (@ — 22)... (e — 2), x 
dann wird nach den Regeln der Seek 
Tecra 
(2) ro ~eoatiete eee 
wobei 
1 1 1 
3. pra ae o— Se Se a ne SE 
eeu ee 
ist, folglich wird 
f(z) _— Aif(e) eA (2) nf (2) 
(4) Pizy eee, "ea eon + Sf, 


Ist nun k eine geschlossene Kurve, welche im Be- 
reiche A liegt und die Punkte 2, z:,...2, einmal im po- 
sitiven Sinne umwindet, so wird nach dem Cauchyschen 
Satze (vergl. Formel Nr. 275 der Tabelle) 


roe a 


(Ve eral. die Formel-Tabelle Nr. 277 bis 279.) 


: Setzt man x + 4 =, so wird nach Formel 
r. 28 der Tabelle 


Bp de at a Z Pe 
ee 
eed 


2) ace oT ee. ra)a3t be 


fie! “Dasselbe Ergebnis kann hh auch in folgender Weise 


e 
es 


finden. Bei der Funktion oe shat? verschwindet der ~ 7 
2tiegetil } 
‘Nenner nur fiir die Werte vice 
, agi een % 

@) e=n=—g5t5 3 Fig. 178. 


m3 Beige sae ie 

_ Besteht also der eee es.2 
tionsweg k aus dem Durch- oe 
messer AB eines Kreises, der e> 
mit dem Halbmesser a um den 
Nullpuakt beschrieben ist, und ee 
dem Halbkreise iiber AB auf po a 


der positiven Seite der X-Achse m4 

(vergl. Fig. 173), so schlieBt k den singuléren Punkt 2 ein, 

wenn a>1 ist. Nach Formel Nr. 276 der Tabelle wird dann 
Kiepert, Integral-Rechnung. 89 


a dz = Qn = ; Oxi , Darr 
=) bb + 2+1 Fe1) De; oe ee ia 
eae 


Setzt man jetzt | eS Ia Ste 2 
(5.) z= ae, also dz= aiebar a 
so kann man das Kurven-Integral in die Summe zweier __ 
‘Integrale zerlegen, von denen das eine tiber den Kreis- : 


durchmesser auf der reellen Achse, das andere iiber den 


_ Halbkreis erstreckt ist, und erhalt aus Gleichung (4.) : 
+a a : 
6 dz ar fe Save ae 2m 
(6) Jefepl — Ble eo He ee V3 
Nun ist 3 
| ave| =a, | acta a foal, | eet aS ei, 
also 
aret | are® BeBe son si! 
ce) renee \(ae”“—z) (ae”“—2) ee pie 1 


Da der absolute Betrag einer Summe kleiner ist als 
die Summe der absoluten Betriige, so wird 


4 


| ate” dt 1 BL 3 

(8) fv - |< fu- ; 
ate" + ge + 1 1 
imeem 
Wachst jetzt a ins Unbegrenzte, so wird lim oa 
: To 592 5 = 
gleich Null, folglich geht Gleichung (6.) tiber. in 
+00 é 
dz dx 2a * 

SE hi — 
.) imo, 2pe+l lane V3 


Dieser Wert stimmt mit dem in Gleichung (2.) ge- 
fundenen tiberein. 


+00 
x*dxz 


roe oe ae 


—co 


Aufgabe 2. 


enselben Integrationsweg k an wie peek Be 
i, Antexbos. so umschlieft k fir a>1 


a 


as und 2. Deshalb erhalt man nach ee 


ye re 


ees tyif]-0 - “8 tet? me ny: 


ang ea __ Kile, p22) mi. Qt we 
ce ‘Setat man jetzt swiaciat z= ae", also dz = = aietdt, sO “ é- 
kann man das Kurven-Integral wieder in die Summe zweier 
gee: paeaen Dadurch geht Gleichung (11.) iiber in ake 


Ag av 


t +a a 
*22dz x°dx ariert dt a 3 eae 
ea) (Ee 5 


S obs ferns a1 
Han dat eg 
~ 08) | aie | = a?, | ate +1| >at—1, a 


a = also 
Be (84. 
x (14) 


a37 et 3, Jr le =. 
aati +1 ya Kae ese! | 

: ag * a=-, a 
gw ‘Da der absolute Betrag einer Summe kleiner ist als 
die Summe der absoluten es so wird 


a?ie* dt dt 5 

sae lee Pee 
0 

Wichst a ins Unbegrenzte, so wird lim -— = 0, 


a=oo 1 ae 1 
folglich geht Gleichung (12.) tiber in © 


- ‘ > x*dx oe gol T. 
(16.) Pee 


39* 


22 : Z 
acd = 
1 + cosé cosx 
; 


Auflésung. Setzt man 


Aufgabe 3. 


; = 
(17.) e% =z, also e~7? = > Qcosx =~ 


so durchlauft z = cosz + ising einen Kreis k, der mit dem a 
Halbmesser 1 um den Punkt O beschrieben ist, im posi- 
tiven Sinne, wenn x die Werte von 0 bis 2x durchlauft 


" 
und es wird 
<7 2d j 
BS) bax Se cosa =f. 2 = [oe -< 
k a(2 -+- eeraes cosa) 4 
= Ge eS . 
~ 4) 22cosa + 22 + cosa’ 3 
k 


wobei der Integrationsweg k der oben beschriebene Kreis 
ist. Der Nenner 2?cosa + 2z + cosa verschwindet fir 


—1+ sina — 1 — sine 
(19.) 2= 24, = Bees Raine pe er Sa ae a 
cosa cosa 


Da unter der Voraussetzung, da « zwischen 0 und’ 


ix si 1+ sine : i eS 
5 liegt, << 1 ist, so ist 22 < —1 und liegt des- 
halb auferhalb des Integrationsweges. Dagegen liegt 
1 — sina cosa 
20. a pean neh Sines tee = 
a es cosa 1+ sine 


- gwischen 0 und —1, also innerhalb des Kreises k; deshalh 
wird nach Formel Nr. 276 der Tabelle 


27 


dx 2 dz 
(21.) = 5 ash 
1+ cosacosx 12 Jz*%cosa+ 2z+ cosa 
0 k 


eo F 1 Se Be 
a Qz;cosa+2 sine 


a 


i 
7 
£ 


Pw re’ os * 


vt eae eC 


fede f On 
nh fee if Os * Oxi 2p 


wobei ae valine Punkt im Ingern, von k ist. Dies ! 


fle) — f0)= i, jaf 


gr 8 eo 


Rin sei @ der gréBte Werty-den | Fe) aan, wenn 
zZ den Kreis & durchlauft; dann ist 


mene lz|=a, |2— |= a—|eo|, 
@) nd Ppa Uses 
| z— 2 =a — [a0] 
Fibrt man in dem Integral den Kreisbogen ¢ als 
pune stonsverindstliche ein, d. h. setzt man 


z= ae", also nit, 
so wird deshalb 


a — | zo| 


a 1 Jala Diy O22 
[fed F01< se 3 Fan Jl fa wa oe 


Macht man jetzt die Voraussetzung, da8 der absolute 
Betrag von f(z) nie gréfer wird als die endliche Gréfe G, 
wie gro8 man auch den Halbmesser a werden lat, so wird 


(5) lim | (20) —7()|=0, oder f(z) = f(0), 
d.h. die Funktion f(z) ist eine Konstante. Dies gibt den 


Satz 1. Ist die Funktion f(z) eindeutig und stetig fir 
alle endlichen Werte von z, und iibersteigt thr absoluter Be- 


7 Ae *» via > [S 
yrs Rey oon ¥; . eta 7 Sa 
Tats Sa ee pede Pe e ae Sabie. , A 
ra a ABs Ar \G Bn ek Le ae ay Pp i 5 yey Y Fe. ¥ 7 : 
Mal ere BP fe eee heir eee Sh ‘ 


tod niemals eine aba Grote G, wie pare man amen de 
~ absoluten Betrag von 2 machen aE ‘so ist Fe) eine fore 
_stante. = Pager 


-Daraus folgt ein Bowes fiir den Hauptsatz der hig 2 
- daB es stets Werte von < gibt, fiir welche die Eee Tatio- : 


nale. Funktion meen Grades. 


6) FR) = ae" 4 ae + |e — + Oya 2 £ On 


~verschwindet. Damit der Grad wirklich gleich m ist, werde 


vorausgesetzt, daB a von Null verschieden ist. Aus, Giles. aa 


, . chung (6.) folgt dann 
@ aap 8494. 4S +E 


pee : 


ee der ae fo von 2 ins Unbegrenztey 


so wird also 


oe 2) 2 .. 1 i ; 
8.) lm. ——= d lim ; lim = 0. 
a jaw os Peplta FO arate ~~ 
Gabe es keinen: Wert von 2 im Endlichen , fir den 
F(z) verschwindet, so wiirde die Panktion’ F@ fiir alle end- 


lichen Werte von z emdeutig und endlich sein, und sie 
wiirde nach Gleichung (8.) auch endlich: bleiben, wenn der 
absolute Betrag von z.ins Unbegrenzic wachst. Dann 


mite aber we nach Satz 1 eine Konstante sein. Da 


dies ausgeschlossen ist, mu die Annahme falsch sein 
Deshalb gilt der 


Satz 2. Es gibt stets einen Wert von z im Endlichen 
fiir den die ganze rationale Funktion ne Grades F(z) ver- 
schwindet. 
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